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Resumo

MODELOS ALGEBRICOS PARA GEOMETRIAS NAO—ARQUIMEDIANAS

Maria José Moreno Silva

Novembro/2010

Orientador: Oswaldo Vernet de Souza Pires

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre modelos algébricos de geometrias
ndo arquimedianas. Para esta finalidade, outorgamos uma interpretagdo algébrica a um
sistema axiomdtico que ndo contemple nenhum axioma de continuidade. Para realizar
a interpretagdo algébrica nos munimos de ferramentas algébricas, pelo que estudamos
corpos abstratos e construimos corpos ndo arquimedianos. Além disso, apresentamos
aqui, o arquivo “La Geometria non-Arquimedea” de Giuseppe Veronese e a tradugdo
para o portugués da tese de Doutorado de Max Dehn “Die Legendre’shen Satze uiber

die Winkelsumme im Dreieck”.

Palavras-chaves: Plano de Hilbert; Geometria ndo Arquimediana; Modelos algébricos.
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Abstract

ALGEBRAIC MODELS FOR NON-ARCHIMEDEAN GEOMETRIES

Maria José Moreno Silva

November/2010

Advisor: Oswaldo Vernet de Souza Pires

In this work, we present a study about algebraic models of non-archimedean geome-
tries. For that purpose, we gave an algebraic interpretation of an axiomatic system that
does not contemplates any continuity axiom. To achieve an algebraic interpretation we
endowed algebraic tools, and for that we studied abstract fields and constructed non-
Archimedean fields. Besides that, we presented the file “La geometria non-Arquimedea”
by Giuseppe Veronese and a translation to portuguese for the PhD thesis by Max Dehn

“Die Legendre’shen Satze iiber die Winkelsumme im Dreieck”.

Keywords: Hilbert plane; Non-Archimedean Geometry; Algebraic models.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho queremos abordar um estudo sobre modelos algébricos para geometrias
ndo arquimedianas. Mas o que entendemos por geometrias nao arquimedianas? Para
responder esta pergunta, devemos primeiro esclarecer o que entendemos por geometrias
arquimedianas. Geometrias arquimedianas sdo aquelas geometrias nas quais o axioma
de Arquimedes vale. Este axioma, enunciado informalmente, nos diz que, dados dois
segmentos, existird sempre um multiplo do primeiro que excede o segundo. Em geome-
tria, este principio é postulado para segmentos e provado como teorema para angulos,

dreas e volumes.

O axioma de Arquimedes costumava ser usado implicitamente por parte de véarios
matemadticos e gedmetras até o final do século XIX. Isto devia-se a forte conexdo que
existia entre a geometria e realidade visivel, na qual a negagao do principio arquimediano
ndo encontra correspondente imediato. Um dentre os védrios exemplos de uso implicito
do axioma de Arquimedes em geometria é a prova de Legendre, em seus Eléments de

Géometrie, para a proposigio acerca da soma dos angulos internos de um triangulo().

Com maior aceitagdo dos trabalhos de Bolyai e Lobachevsky, sobre a teoria das

paralelas e, conseqiientemente a geometria hiperbélica, no final do século XIX, comegou-

(\Ver proposigéo em [16, Legendre, 2009, p.39)].



se a desvincular a geometria da realidade tangivel. A partir de entdo, os estudos em
geometria abrangem nao somente problemas concretos, havendo interesse continuo em

sistemas axiomaticos.

Em relagdo a geometria ndo arquimediana, é Giuseppe Veronese, no final do século
XIX, o autor de um dos primeiros trabalhos sobre sistemas geométricos em que o axioma
de Arquimedes é negado. O seu trabalho foi criticado por varios matemadticos, mas

também foi uma inspiragdo para outros.

David Hilbert demonstra, no paradgrafo §12 dos seus Grundlagen der Geometrie,
através de um modelo, que o axioma de Arquimedes é independente dos demais axiomas
que ele utilizou para fundamentar a geometria euclidiana. Para sua prova, Hilbert faz
uso de um sistema de ntimeros complexos, que define no pardgrafo §9; na visdo algébrica
atual, este sistema nada mais é do que um corpo pitagérico ndo arquimediano, extensao

dos numeros reais.

Em outras dreas da matemdtica, como no dominio da &lgebra, ha igual interesse em
estudar estruturas ndo arquimedianas, notadamente os corpos, onde aparecem elemen-
tos finitos, infinitos, finitamente limitados e infinitesimais. Nessas estruturas, nenhum
muiltiplo de um elemento finito excede um infinito, por exemplo, 0 mesmo acontecendo
em relacdo aos infinitésimos e os elementos finitos. Nas estruturas algébricas, ha di-
versas maneiras de construir um corpo ndo arquimediano a partir de uma estrutura
arquimediana ja conhecida. Em particular, partindo do anel de polindmios, é possivel
estender o corpo dos reais a um corpo ndo arquimediano, constituido por classes de

eqilivaléncia de fungbes racionais.

Uma das maneiras de obter um modelo para uma geometria é através da dlgebra,
construindo uma geometria analitica sobre um plano cartesiano F? , onde F é um corpo
qualquer, ndo necessariamente o dos niimeros reais. Se F for o corpo dos nimeros

reais, o plano cartesiano associado é o plano usado na geometria analitica estudada



na escola e na graduagdo, que é um modelo algébrico para a geometria euclidiana. E
este modelo que serve de inspiragdo para modelar geometrias ndo arquimedianas: se [F
for um corpo ndo arquimediano, conseguimos modelar geometrias ndo arquimedianas

através da algebra.

Durante o processo de capacitagdo e formagdo continuada de professores, incluindo
aqui tanto estudantes universitarios de licenciatura em matemadtica quanto professores
com graducao concluida, a abordagem no estudo de sistemas axiomaticos e modelizagdo
destes é praticamente escassa. Por isto, julgamos importante, na formagdo continua-
da de professores de matematica, enfatizar o cardter axiomdatico que estd presente nos
diversos ramos desta ciéncia, bem como o importante papel dos modelos na validagdo

de tais sistemas. Isto ocorre, evidentemente, também na geometria.

Avaliamos que um dos pontos principais na motivagdo para realizar este trabalho foi
ao perceber, depois de uma revisdo de literatura que, os textos didaticos que abordam

as geometrias ndo arquimedianas sdo escassos, e praticamente inexistem em portugués.

O objetivo desta dissertacdo é, portanto, estudar modelos algébricos para algumas
geometrias ndo-arquimedianas. Para esta finalidade, necessitamos outorgar uma in-
terpretacdo algébrica a um sistema axiomadatico que ndo incorpore nenhum axioma de
continuidade. Para realizar a interpretagdo algébrica precisaremos munir-nos de fer-
ramentas algébricas, pelo que faremos um estudo de corpos abstratos e construiremos

corpos nao arquimedianos.

No capitulo 2 queremos definir e estabelecer um sistema axiomdtico, onde estudare-
mos e analisaremos as proposigdes que derivam de cada axioma ou grupo de axiomas.
Em sintese, queremos instaurar um sistema axiomdtico geométrico que se denomina
Plano de Hilbert. Aqui queremos estudar as propriedades que derivam dos axiomas

para o plano propostos por Hilbert em seus Fundamentos.



Aproveitando a axiomatica introduzida, vamos, no capitulo 3 formalizar o método de
superposicao de Euclides, usando uma classe especial de fungdes no plano em si mesmo,
que chamaremos de movimentos rigidos. Na verdade queremos mostrar que existe
uma quantidade suficiente de movimentos rigidos em um plano “quase” de Hilbert para
tornar preciso, do ponto de vista l6gico, o principio de superposicdo empregado por

Euclides.

No capitulo 4, retomaremos, a luz da axiomadtica estabelecida, o trabalho reali-
zado pelo sacerdote jesuita Gerolamo Saccheri na sua tentativa de demonstrar como
teorema o quinto postulado de Euclides. Embora Saccheri ndo tenha logrado éxito em
sua empreitada, grande parte de seus teoremas pode ser relida no Plano de Hilbert,
dando origem a trés geometrias distintas: os planos de Hilbert semi-hiperbélico, semi-

euclidiano e semi-eliptico.

Como nosso objetivo final é estudar modelos algébricos de geometrias ndo arquime-
dianas, necessitamos dispor de ferramentas algébricas. E por este motivo que no capitulo
5 queremos fazer um estudo de corpos abstratos, definindo-os e estabelecendo algumas
propriedades relativas a relagdo de ordem de alguns corpos. Pretendemos construir um
corpo ndo arquimediano com a finalidade de estendé-lo a um corpo nao arquimediano
pitagorico e, posteriormente, a um corpo nao arquimediano euclidiano. Procuramos
conceber este capitulo de forma autocontida, de maneira que se torne acessivel mesmo

ao leitor ndo muito familiarizado com o linguajar algébrico.

No capitulo 6, construimos um modelo algébrico no qual os axiomas introduzidos
no capitulo 2 sejam satisfeitos; em verdade, queremos dar uma interpretagdo ao sistema
axiomdtico com o auxilio das ferramentas algébricas de que vamos dispor no capitulo 5.
Estudaremos quais sdo as condigdes necessdrias do corpo para que no modelo algébrico
sejam satisfeitos os axiomas do plano de Hilbert e as proposi¢cdes que derivam deles.

Em outras palavras queremos mostrar quais sdo as condigdes adicionais que se devem



impor ao corpo para que os termos e relagdes indefinidos do sistema axiomdtico sejam

validos no modelo.

Finalizamos, no capitulo 7, com os almejados modelos algébricos para geometrias
nao arquimedianas, objeto de estudo desta dissertagdao. Para esta finalidade, exami-
namos algumas regides no Universo de todos os planos de Hilbert que correspondem a
geometrias ndo arquimedianas de nosso interesse. Serd possivel distinguir trés conjuntos
disjuntos: o plano de Hilbert semi-euclidiano munido de (P) e negando (A); o plano de
Hilbert semi-euclidiano negando (P) e negando (A); e, finalmente, o plano de Hilbert

semi-eliptico negando (A).

No apéndice A, incorporamos a tradugdo para o portugués da tese de doutorado
de Max Dehn (“Die Legendre’shen Satze tiber die Winkelsumme im Dreieck”), que foi
aluno de Hilbert em Gottingen. Hilbert propds a Dehn estudar a relagdo entre dois
teorema de Legendre e o axioma de Arquimedes. Os teoremas de Legendre que estudou

Dehn sio:

I. Em um tridngulo, a soma dos trés dngulos nunca pode exceder dois angulos retos.

II. Quando em um tridngulo qualquer a soma dos trés angulos é igual a dois angulos

retos, isto se da& para todo tridngulo.

A tese de doutorado de Dehn quer responder a seguinte pergunta: é possivel provar
os teoremas de Legendre sem fazer uso de qualquer azioma de continuidade, isto
€, sem empregar o arioma de Arquimedes? Dehn mostrou que o primeiro teorema
é uma conseqiiéncia do axioma de Arquimedes e que a segunda é independente dele.
Ele também mostrou que, se o axioma de Arquimedes nao é valido, o teorema sobre a
soma dos angulos internos de um tridngulo ndo é equivalente ao axioma de paralelismo

de Euclides.

Além disso, no apéndice B, incorporamos, no original italiano, o artigo de Giuseppe



Veronese “La geometria non-Arquimedea” publicado nos anais do IV Congresso Interna-
cional de Matemadticos que aconteceu entre os dias 6 até 11 de abril de 1908 na cidade de
Roma. Acredita-se que Veronese foi um dos primeiros matematicos que tentou construir

um modelo de geometria ndo-arquimediana.



Capitulo 2

Geometria Neutra

Neste capitulo definiremos sistemas axiomaticos, descrevendo em que consistem. Além
disso, enunciaremos quando um sistema axiomadtico é consistente e independente. Tam-
bém conceituaremos modelo, segundo [14, Hilbert, 1987], de um sistema axiomatico.
Feito isto, queremos estabelecer um sistema axioméatico conceituando termos indefinidos
e relacOes indefinidas, onde estudaremos e analisaremos as proposi¢des que derivam de
cada axioma ou grupo de axiomas que tenham sido incorporadas. A idéia, na verdade,
é estabelecer um sistema axiomdtico que chamaremos Plano de Hilbert. Necessitamos
deste sistema axiomatico, pois no capitulo 6 “Geometria sobre Corpos” estabeleceremos
um modelo algébrico para este sistema. Em outras palavras, interpretaremos algebri-
camente este conjunto de axiomas, e mostraremos que as propriedades satisfeitas no

Plano de Hilbert, também o sdo no modelo algébrico.

2.1 Sistema Axiomatico

Em cada 4rea da matemadtica, que é uma ciéncia ndo empirica, é necessdrio um modo,
que chamaremos Método Aziomdtico, mediante o qual se justifiquem suas afirmacgdes.
Mas os enunciados destas afirmagdes devem-se demonstrar de maneira dedutiva. Para

isto é fundamental manter algumas proposi¢des como premissas e a partir delas, e em



cadeia dedutiva, obter outras proposigdes. Dependendo das proposicdes consideradas
como premissas, 0 método axioméatico obtém particularidades especiais. A eleicdo das
proposigbes que serao consideradas premissas deve respeitar a necessidade de finitude
do elo dedutivo e evitar a circularidade. Em outras palavras, cada nova afirmagdo deve
ser provada em um ntmero finito de passos com o auxilio das premissas e sem usar a
mesma afirmacio. E por esta razio que se escolhem certas afirmagdes como verdadeiras
sem a necessidade de justificd-las, as que chamamos de axiomas ou postulados. As-
sim, em um método axiomdtico temos dois tipos de proposigdes: algumas se justificam
mediante um processo dedutivo 1égico, usando proposicdes fixadas previamente, e outras
sdo enunciadas sem justificacdo demonstrativa. O modo como funcionam estes dois
tipos de enunciados estd determinado pelo método axioméatico. Resumindo, o método

axiomatico é o procedimento mediante o qual trabalham as ciéncias formais.

No ambito da Matematica, a Geometria Euclidiana compde o exemplo de conhe-
cimento mais antigo ja sistematizado que chegou ao nossos dias. Antes de Pitdgoras,
armazenava-se o conhecimento geométrico em uma colegdo de registros isolados e sem
conexdo uns dos outros. No momento de organizar estes registros, os gregos passaram de
uma colegdo de conhecimentos isolados a uma ciéncia. Acredita-se que, sistematizar a
geometria se iniciou com Pitdgoras e culminou com a obra de Euclides “Os Elementos”,
onde cada uma das proposigdes geométricas foi organizada iniciando pelos axiomas,
as definig¢Oes e os postulados, para continuar com teoremas deduzidos das proposigoes

iniciais.

Como mencionado acima, uma estrutura légica e organizada é chamada sistema a-
xiomdtico ou dedutivo. Segundo [4, Cederberg, 1991, Cap. 1] este sistema estd composto

pelos seguintes componentes:

e Termos indefinidos

e Termos definidos



e Axiomas

e Teoremas

A necesidade de incluir termos indefinidos deve-se ao fato de que ndo é possivel
definir todos os termos sem incorrer em defini¢des circulares. Na Geometria, em geral,
consideram-se termos indefinidos pontos, retas e planos, e consideram-se trés relagdes

indefinidas: incide, estd entre e congruente.

Os termos definidos nao sdo realmente necessarios, pois sdo introduzidos pela co-
modidade de abreviagdo. Por exemplo, definir segmento como o conjunto constituido

por dois pontos distintos e todos os pontos situados entre eles.

B impossivel mostrar todas as proposigbes sem recair em demonstragdes circulares,
construidas a partir de termos indefinidos, bem como definir todos os termos. E por
isso que um conjunto de proposigoes sdo assumidas verdadeiras. Essas afirmagoes sao
chamadas aziomas ou postulados, e a partir deles sdo deduzidas, através de uma cadeia
l6gica, outras afirmagdes. Os enunciados que sdo provados mediante um elo dedutivo
sdo chamados teoremas. Um axioma em um sistema pode ser um teorema em outro

sistema, pois depende das declaragles consideradas como premissas.

Um sistema axiomdtico é consistente se nele ndo hd duas afirmagdes, sejam axiomas
ou teoremas, que se contradizem. Por exemplo, se T é um teorema deduzido em um
sistema axiomdtico, ndo pode ser inferido também o teorema ~T (negagdo de T) no

mesmo sistema. Ser consistente é um requisito essencial em um sistema axiomatico.

Os axiomas ou relagdes iniciais de um sistema axiomdtico devem ser independentes,
ou seja, uma proposi¢ao ndo pode ser axioma e teorema no mesmo sistema. Tampouco

um axioma ou parte dele pode ser inferido a partir dos outros axiomas.

Para entender e mostrar que um sistema axiomatico é consistente, é necessario in-

corporar uma interpretacao, isto é, atribuir significados aos termos indefinidos, de modo
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que as relagdes entre eles se transformem em sentencas verdadeiras ou falsas no con-
texto da interpretagdo. Se a interpretagdo dos axiomas resulta coerente, dizemos que
a interpretagdo é um modelo do sistema axiomdtico. Em outras palavras, um modelo
é uma estrutura que atribui um significado aos termos indefinidos (pontos, retas, etc...
no caso da geometria), na qual as proposigdes do sistema sejam verdadeiras. Assim,
podemos dizer que um modelo é a realizagdo do sistema axiomdtico em um contexto
conhecido. Se no sistema axiomdético uma sentenca é contraditéria, no modelo também

0 sera.

2.2 Geometria Neutra

No livro “Grundlagen der Geometrie”, David Hilbert diz:

A Geometria precisa - do mesmo modo como a Aritmética - para a sua
construgcdo conseqiente sé de poucos e simples fundamentos. Estes fun-
damentos chamam-se ariomas da Geometria. A formula¢do dos postu-
lados da Geometria, e a wnvestigagdo das suas relagdes, é uma tarefa
que se acha discutida desde FEuclides em muitos excelentes tratados da
literatura matemdtica. A tarefa proposta equivale a uma andlise l6gica
da nossa concepg¢do intuitiva do espago.

A investigacdo presente é uma nova tentativa de formular para a Geo-
metria um sistema de axiomas completo e o mais simples possivel e
de deduzir deles os teoremas geométricos mazis importantes de tal modo
que fique bem claro o significado dos diferentes grupos de postulados e
a importancia das consequéncias que sequem dos diversos ariomas.

[Tradugio nossa()]

(1)Die Geometrie bedarf - ebenso wie die Arithmetik - zu ihrem folgerichtigen Aufbau nur weniger und
einfacher Grundsatze. Diese Grundsatze heiflen Axiome der Geometrie. Die Aufstellung der Axiome der
Geometrie und die Erforschung ihres Zusammenhanges ist eine Aufgabe, die seit Euklid in zahlreichen
vortrefflichen Abhandlungen der mathematischen Literatur sich erortert findet. Die bezeichnete Aufgabe
lauft auf die logische Analyse unserer raumlichen Anschauung hinaus.

Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Versuch, fiir die Geometrie ein vollstandiges und moglichst
einfaches System von Axiomen aufzustellen und aus denselben die wichtigsten geometrischen Satze in
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Com o desenvolvido no seu livro, Hilbert mostrou que a Geometria Euclidiana no

espago podia ser fundamentada com base em poucos axiomas.

A Geometria Absoluta ou Neutra no espago é um sistema axioméatico em que os ter-
mos indefinidos sdo ponto, reta, plano, incidéncia, estar entre e congruéncia. O conjunto
de axiomas que usaremos aqui é proposto por Robin Hartshorne [11, Hartshorne, 2000]
e ndo corresponde exatamente aos propostos por Hilbert em [13, Hilbert, 1953], pois
nao desejamos incorporar os axiomas do espago que foram considerados por Hilbert.
Este sistema axiomdtico conta com uma base inicial de treze axiomas, que sdo divididos
em trés grupos. As proposigdes da Geometria que estudaremos sdo as que seguem como
conseqiiéncias légicas dos treze axiomas, estabelecidos por Hartshorne. Na geometria
absoluta ou neutra néo se afirma nem se nega o axioma das paralelas (V postulado de

Euclides), tampouco se incorporam axiomas de continuidade.

Consideraremos plano P como um conjunto de elementos, que chamaremos pontos.
Retas serdo conjuntos de pontos ficando indefinida a propriedade que os caracteriza.
As relagOes de incidéncia, estar entre e congruéncia nao serdo definidas, mas postuladas

nos axiomas de cada grupo.

2.3 Axiomas de Incidéncia

Incorporamos um primeiro grupo de axiomas onde serd estabelecida a relagdo entre
pontos, retas e intersegdo de retas. Os axiomas deste grupo, chamados de incidéncia,

sdo:

der Weise abzuleiten, dal dabei die Bedeutung der verschiedenen Axiomgruppen und die Tragweite der
aus den einzelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen moglichst klar zu Tage tritt.

[14, Hilbert, 1987]
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(I1) Para cada dois pontos distintos A e B, existe uma tinica reta incidente a A e B

simultaneamente. Esta reta é denotada ﬁ
(I2) A toda reta incidem pelo menos dois pontos distintos.

(I3) Existem trés pontos distintos que ndo sdo incidentes a uma mesma reta.

A um sistema axiomatico em que os termos indefinidos sdo ponto, reta e plano,

satisfazendo os axiomas (I1), (I2) e (I3), diremos que é uma geometria de incidéncia.

Dados um ponto P e uma reta 1, as seguintes expressdes sdo equivalentes:

o ponto P incide (ou é incidente) a reta 1;

a reta 1 incide (ou é incidente) ao ponto P;

a reta 1 passa por P;

o ponto P estd sobre a reta 1,

o ponto P pertence aretal: P €L

Dados trés pontos distintos, diremos que eles sdo colineares se incidem a mesma

reta.

Na segdo (2.1), dissemos que um modelo de um sistema axiomdtico é uma atribucéo
de um significado para cada um dos termos indefinidos. Acima definimos quando uma
geometria é de incidéncia. Agora, mostraremos exemplos de modelos, onde representam

geometrias de incidéncia e onde ndo.

Exemplo 2.1
Em cada um dos modelos seguintes, os axiomas (I1), (I2) e (I3) sdo satisfeitos. Aqui
os segmentos na figura representam as retas do modelo, contendo apenas os pontos

mencionados.
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. . ~ n
(a) Considere um plano cujos elementos sdo os pontos A;, A,,..., A, € com 0s <2>

conjuntos {A;, A;} com i # j. Segue modelos para n = 3, 4, 5.

AN AN

Figura 2.1: Modelos de Geometria de Incidéncia

(b) Um outro exemplo é o denominado Plano de Fano, onde temos os pontos A, B,

C, D, E, F, Geretas {A,B,C}, {C,D,E}, {A,E,F}, {A,D, G}, {B,E,G}, {C,F,G} e

{B,D, F}.
A
F B
E D C
Figura 2.2: Plano de Fano
Exemplo 2.2

Os seguintes sdo modelos de geometrias que ndo sdo de incidéncia.

(a) Considere como pontos A, B, C e reta {A, B, C}.
(b) Considere como pontos A, B, C e retas {A, B} e {B, C}.
(c) Considere como pontos A, B, C e retas {A}, {B}, {C}, {A, B}, {A, C} e {B, C}L

(d) Considere como pontos A, B, C,D, E,Fe retas {A,C,D, E}, {B,C,D,F}e{A,B, E, F}L
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A C A C
(a)
()
A\ / C

Figura 2.3: Ndo sdo geometrias de incidéncia

Em (a) ndo é satisfeito o axioma (I3), em (b) o axioma (I1) ndo se cumpre, em (c)
cada reta ndo € incidente a pelo menos dois pontos distintos, portanto o axioma (I2)
ndo é satisfeito, e em (d) cada dois pontos distintos incidem mais de uma reta, assim

(I1) n&o € satisfeito.

Usando os axiomas de incidéncia é possivel mostrar algumas proposicdes. De fato
com o exposto até o momento podemos afirmar que, em uma Geometria de incidéncia,
devem existir pelo menos trés pontos distintos, isto é garantido pelo axioma (I3). Con-
siderando o axioma (I1), podemos afirmar que devem existir pelo menos trés retas

distintas. Outras proposigdes sdo os teoremas que a seguir exporemos:

Teorema 2.3

Dada uma reta, existe pelo menos um ponto nado incidente a ela.

Prova: Se ndo houvesse um ponto fora de uma reta dada, todos os pontos seriam

colineares, contradizendo o axioma (I3). O

Teorema 2.4

Duas retas distintas interceptam-se, no maximo, em um ponto.
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Prova: Sejam 1 e m duas retas distintas e suponha que A e B pertencem a 1 N m. Por

(I1) temos 1 = m, contradigéo. O

Os axiomas de incidéncia sdo independentes entre eles. Para mostrar que (I1) é
independente, consideremos o modelo de trés pontos e que ndo contém retas; para (I12)
considere o modelo (c) dos exemplos de ndo geometrias de incidéncias; para (I3) um

modelo com dois pontos e uma reta que passa por eles.

2.4 Axiomas de Ordem

Vamos assumir vélidos os axiomas (I1)-(I3). Incorpora-se aqui a relagio indefinida “estar
entre”. Hsta relagdo permitird a ordenacdo de pontos em uma reta e serd denotada por
um asterisco: *. Assim, dados trés pontos distintos A, B e C, pode-se escrever A« B* C
e lé-se “B estd entre A e C ”. A seguir estabeleceremos os axiomas que postulam esta

relagdo:

(B1) Se A*B=x*C, entdo A, B e C sdo trés pontos distintos incidentes a uma reta e

vale também C % B x A.
(B2) Se A e B sdo pontos distintos, entdo existe um ponto C tal que A x B * C.

(B3) Dados trés pontos distintos incidentes a uma reta, exatamente um deles esta

entre os outros dois.

(B4) (Pasch) Sejam A, B e C trés pontos ndo incidentes a uma mesma reta, e | uma
reta tal que A, B e C ndo incidem a l. Se existe um ponto D incidente a 1 tal
que A x D % B, entdo ou existe um ponto entre A e C incidente a 1 ou existe

um ponto entre B e C incidente a 1, mas ndo ambos.

Tendo incorporados os axiomas de ordem, é possivel definir os seguintes conceitos:
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Definicao 2.5

Se A e B sdo pontos distintos, o0 segmento AB é o conjunto de todos os pontos do
plano que estdo entre A e B, além dos extremos A e B. Se A, B e C sdo trés pontos
néo colineares, o triangulo AABC é a unifio dos segmentos AB, AC e BC, chamados

lados do tridngulo.

Temos que os axiomas de ordem nao nos garantem que, dados dois pontos distintos,
exista um ponto incidente a mesma reta e que esteja entre eles. O axioma (B1) s6 nos
garante que, se existir tal ponto, ele é incidente a mesma reta. O lema a seguir mostra-
nos a existéncia de um terceiro ponto que esteja entre outros dois pontos distintos e

seja colinear com eles.

Lema 2.6

Se A e B sdo pontos distintos, entdo existe um ponto C tal que A x C x B.

Prova: Por (I3) existe D ¢ AB. Usando (B2) existe E tal que A * D * E e existe F tal
que E x B x F. Como ﬁ + ﬁ e ﬁ + ﬁ, temos que F # D, entdo por (I1) existe ﬁ
Temos que A + D +E, E+B «F e DEN BE = {F).

E

Figura 2.4: Existéncia de um ponto entre outros dois pontos distintos

Portanto DF M BE = @, assim Df N AB + & por (B4). Portanto existe C entre A e
B. O

Juntos o segundo e terceiro axiomas de ordem nos garantem que temos infinitos

pontos sobre uma reta. Assim, ao incorporar este grupo de axiomas, deixamos de ter
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geometrias finitas. Com os axiomas de incidéncia, de ordem e o lema (2.6), as seguintes

afirmagles podem ser provadas:

Teorema 2.7
Em um sistema axiomatico onde sdo validos os axiomas de incidéncia e de ordem,

sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:

(a) Dados quatro pontos quaisquer de uma reta, podem ser nomeados sempre por
A, B, C, D, de tal modo que B esteja entre A e C e também entre A e D, além

disso o ponto C esteja entre A e D e também entre B e D.(?
(b) Existem infinitos pontos em um segmento dado.
(c) Existem infinitos pontos em uma reta dada.
(d) Existem infinitos pontos que ndo pertencem a uma reta dada.
(e) Existem infinitas retas que contém um ponto dado.

(f) Existem infinitas retas que ndo contém um ponto dado.

Para o teorema seguinte, consideremos uma reta | qualquer e a relagdo bindria ~;

sobre o conjunto P \ 1 (o plano menos a reta 1), assim definida: dados A, B € P\ 1,
A~B & A=BouABNl=g
EV .
Se 1 = XY também podemos denotar A ~¢3 B.

O teorema a seguir mostra que ~; é uma relagdo de equivaléncia sobre o conjunto

P\ 1 e que particiona o conjunto de pontos P \ 1l em exatamente duas classes.

Os detalhes nas provas dos teoremas que a continuagao serdao enunciados se podem

encontrar em [11, Hartshorne, 2000, Cap. 2|.

(2)Esta proposicéo qualificada como teorema foi considerada como axioma na primeira edi¢éo, mas E.
Moore, a deduziu como uma conseqiiéncia dos outros axiomas. Extraido de [13, Hilbert, 1953].
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Teorema 2.8
(TEOREMA DE SEPARAGAO DO PLANO) Seja 1 uma reta qualquer. O conjunto dos
pontos que ndo pertencem a 1 pode ser particionado em dois subconjuntos S; e S,,

chamados os lados de 1 no plano, com as seguintes propriedades:

1) Dois pontos A,B que ndo pertencem a 1 estdo no mesmo subconjunto (S; ou

S,) se, e somente se, A ~; B

2) Dois pontos A, B que ndo pertencem a 1 estdo em subconjuntos distintos se, e

somente se, A /4 B

Prova:[Idéia] Considere P o conjunto de todos os pontos e 1 a reta considerada.

Para mostrar que ~; é uma relacio de eqiiivaléncia sobre P\ 1, temos que: a reflexivi-
dade e simetria sdo triviais a partir da definigdo; quanto a transitividade (A~ Be B~ C = A~ C
temos dois casos a analisar: quando A, B, C ndo sdo colineares, basta usar o axioma de

Pasch; e quando A, B, C sdo colineares, fazemos recair no caso anterior.

Para mostrar que existem exatamente duas classes na partigdo, mostra-se que exis-
tem pelo menos duas e no maximo duas. Para a primeira basta a definigdo dos conjuntos

S1, Sa, na segunda basta mostrar que: A 4 Ce B+ C= A~ B. O

Aqui temos que fazer uma observagao de um fato interessante sobre a escolha de
um dos axiomas. Se consideramos o teorema precedente de separagdo do plano como
axioma em vez de (B4), podemos deduzir, a partir deste novo grupo de axiomas, (B4)
como teorema. Em outras palavras, (B4) deduz-se de (I1)-(I3), (B1)-(B3) e separagio
do plano. Isto mostra que o axioma de Pasch e o teorema de separagdo do plano sdo

equiivalentes na presenca de (I1)-(I13), (B1)-(B3).

Tal como uma reta separa o plano em dois conjuntos disjuntos, um ponto que incide

em uma reta também a separa em dois conjuntos disjuntos.
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Teorema 2.9
(TEOREMA DE SEPARAGAO DA RETA) Seja P um ponto em uma reta 1. O conjunto
L\ {P} pode ser particionado em dois subconjuntos S; e S,, chamados os lados de P

em |, com as seguintes propriedades:

1) Dois pontos A, B € 1\ {P} estdo no mesmo subconjunto (S; ou S,) se, e somente

se, P ¢ AB.

2) Dois pontos A,B € 1\ {P} estdo em subconjuntos distintos se, e somente se,

P € AB.

Prova: Seja A € 1, usando (I3) temos que existe B tal que B ¢ 1. Chamemos de
m = ﬁ, usando o teorema (2.8) sob a reta m, divide ao plano em S; e S;. Seja

Si=8/NleS>=S,N1L O resultado deriva do teorema (2.8). O

Diremos que B estd do mesmo lado de C em relagdo ao ponto A, e denotaremos

B~aC,se AxBxCouA+xCxBouB=C.

Definicao 2.10
Dados dois pontos distintos A e B, incidentes a uma reta 1, a semi-reta /ﬁ estd
constituida por A e pelo conjunto de todos os pontos P que estdo do mesmo lado de

B em relagdo a A. O ponto A é denominado a origem da semi-reta.
AB ={A}JU{P € P | P~x B}

O angulo /BAC é a unido de duas semi-retas, ﬁ e AE?, gue emanam do mesmo
ponto e que ndo jazem sobre a mesma reta. A origem comum denomina-se vértice

do angulo.
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O interior de um angulo Z/BAC é o conjunto de todos os pontos D no plano que
estdo do mesmo lado que B em relagdo a reta AC e do mesmo lado que C em relagdo

a reta AB.

Note que, pela definigdo de angulo, os dngulos estendidos e os concavos ficam ex-
cluidos. Além disso, pelo teorema de separagdo da reta, um ponto qualquer sobre uma
reta d& origem a duas semi-retas distintas, que sdo denominadas opostas. Também
podemos notar que pelo lema (2.6) e o teorema de separagdo do plano (2.8) o interior

do angulo nunca é vazio.

O teorema que se segue mostra que uma semi-reta no interior de um angulo encontra

qualquer segmento cujos pontos extremos jazem um em cada semi-reta do angulo.

Teorema 2.11
(TEOREMA DA TRAVE) Sejam ZBAC um angulo e D um ponto no seu interior.

Entio AD N BC % &.

Prova: Por (B2) existe E tal que C* A *E. Como C ~43 D e C 3 E, entdo D 5 E.

VB

Figura 2.5: Teorema da Trave

Temos que AD nio encontra BE, pois todos os pontos de BE com excegédo de B estdo

de lados opostos com D em relagdo de ﬁ e todos os pontos de /ﬁ com excegao de A
—

estdo de lados opostos a E em relagdo de ﬁ A semi-reta AD ndo encontra ﬁ, pois

se o encontrara teriamos que X? = ﬁ
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Dai, usando o axioma de Pasch obtemos o resultado. O

2.5 Axiomas de congruéncia para segmentos

J4 havendo incorporado as nogdes indefinidas de incidéncia e ordem, que foram pos-
tuladas nos grupos de axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4), introduziremos agora os axiomas
que postulam a relagio “congruéncia” entre segmentos. Dois segmentos AB e CD con-
gruentes sio denotados por AB = CD. Os axiomas de congruéncia entre segmentos sio

trés:

(C1) Dados um segmento AB e uma semi-reta CE, existe um tnico ponto D € CE

tal que AB = CD.

(C2) Se AB = CD e AB = EF, entdo CD = EF. Todo segmento é congruente a si

mesmo.

(C3) Dados trés pontos A, B, C satisfazendo A x B x C e outros trés pontos D, E,F

satisfazendo D * E + F, se AB = DE e BC = EF, entdo AC = DF.

Em um modelo geométrico onde sejam satisfeitos os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4) e
(C1), cujas construgbes geométricas sejam definidas, o axima (C1) pode ser encarado
como “transportador de segmentos”. O axioma (C2) ndo nos garante a transitividade
da congruéncia, mas é possivel provar que a relagao bindria = definida no conjunto de
todos os segmentos é uma relagdo de eqiiivaléncia. O axioma (C3) é similar a nogéo de
Euclides que diz “a soma de grandezas iguais a grandezas iguais fica igual”. Usando

esta idéia, de soma, definiremos a nogdo de soma de segmentos.
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Definigcao 2.12

(SomA DE sEGMENTOS) Sejam AB e CD dois segmentos. Escolha uma ordem A, B
para os extremos de AB e considere a semi-reta ﬁ gue ndo contenha o ponto A.
Seja E o tinico ponto de BF tal que BE = CD (usando o axioma (C1)). Definimos o
segmento AE como a soma dos segmentos AB e CD a partir do extremo A e vamos

escrever AE = AB + CD.

Usando a definigdo supracitada, os axiomas de congruéncia de segmentos e que a

relagdo = é uma relagdo de equivaléncia, é possivel mostrar os teoremas abaixo.

Teorema 2.13

(CoNcRUENCIA DA SoMma) Dados os segmentos AB = A’B’ e CD = C’D’, temos

AB+CD = A'B’"+ C'D".

Teorema 2.14
Sejam dados os pontos A, B, C tais que A * B x C e os pontos E, F em uma semi-reta

com origem D. Se AB = DE e AC = DF, entdo D+« E«F e BC = EF.

Como AB = BA, o teorema (2.13) estabelece que adi¢io de segmentos é bem definida
nas classes de eqiiivaléncia da relagdo =, portanto a operagdo de soma fica, desta forma,
estendida a classes de equivaléncias de segmentos; e no teorema (2.14) se estabelece o
conceito de diferenga de segmentos. Como foi enunciado no inicio da segdo, a relagdo
de congruéncia de segmentos, relaciona dois segmentos, a definicdo que a continuagao
estabeleceremos, indica quando podemos dizer que um segmento é menor ou maior que

outro segmento.

Definicao 2.15
Sejam AB e CD dois segmentos. Dizemos que AB é menor que CD, e escrevemos
AB < CD, se existir um ponto E tal que C*Ex D e AB = CE. Neste caso, também

dizemos que CD é maior que AB e escrevemos CD > AB
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Usando a defini¢do supracitada e os teoremas (2.13) e (2.14), além dos axiomas de
ordem, podemos mostrar que a relagdo desigualdade ‘<’ satisfaz: transitividade , se
AB < CD e CD < EF, entdo AB < EF; tricotomia, dados segmentos AB e CD, uma e
sé uma das condigdes seguintes é valida: AB < CD, AB = CD, AB > CD,; e, respeita
desigualdade em pares de segmentos congruentes, ou seja, dados segmentos AB = A’B’
e CD = C'D’/, temos AB < CD se e somente se A'B’ < C’'D’. Notemos que nio é

preciso medir para comparar dois segmentos.

2.6 Axiomas de congruéncia para angulos

De igual forma como enunciamos axiomas que postulam a relagdao “congruéncia” entre
segmentos, agora incorporaremos os axiomas que postulam a relagdo “congruéncia”
entre dngulos. Esta relagdo serd denotada pelo simbolo = (o mesmo simbolo usado para
congruéncia entre segmentos), e ela relaciona dois dngulos. Os axiomas de congruéncia

entre angulos sdo os seguintes:

(C4) Dados um angulo ZBAC e uma semi-reta lﬁ, existe uma tnica semi-reta lﬁ,
de um lado determinado da reta ﬁ, tal que Z/ZBAC = ZEDF.

(C5) Para trés angulos quaisquer «, 3, v, se x = 3 e « = v, entdo 3 = y. Todo

angulo é congruente a si mesmo.

(C6) Dados dos tridngulos AABC e ADEF, suponhamos que AB = DE, /BAC =
/EDFe AC = DF. Entéo valem as seguintes congruéncias: BC = EF, ZABC =
/DEFe ZACB = ZDFE.

Do mesmo modo que foi estabelecido para congruéncia de segmentos, temos que
em um modelo geométrico onde sejam satisfeitos os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4) e

(C4), cujas construgdes geométricas sejam definidas, o axioma (C4) pode ser encarado
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como “transportador de adngulos”. O axioma (C5) ndo nos garante a transitividade da
congruéncia, mas é possivel provar que a relagdo bindria = definida no conjunto de todos
os dngulos é uma relagdo de eqiiivaléncia. O axioma (C6) faz um elo entre congruéncia
de segmentos e congruéncia de dngulos. Além disso, o axioma (C6) corresponde ao caso
de congruéncia entre tridngulos conhecido como LAL (lado-dngulo-lado) na Geometria

Euclidiana. Isto fica claro com a definigdo seguinte.

Definicao 2.16

Dois tridngulos AABC e ADEF sdo congruentes quando AB = DE, AC = DF,

BC = EF, ZCAB = /FDE, ZABC = /DEF e /BCA = ZEFD.

Com os grupos de axiomas que incorporamos em nosso sistema axiomadtico, pode-
mos enunciar as seguintes definigdes, além de mostrar algumas propiedades, mas nosso

interese ndo é provar cada um deles.

Definicao 2.17

(Soma DE ANcuLos) Se Z/ZBAC é um angulo e AD 6 uma semi-reta no interior de
/BAC (exceto pelo vértice A), dizemos que /BAC é a soma dos angulos Z/DAC e
/ZBAD.

Definicao 2.18
(ANGULOS SUPLEMENTARES) Se ZBAC é um angulo e D é um ponto sobre a semi-reta

oposta a R, os angulos Z/ZBAD e /BAC sdao chamados suplementares.

Definicao 2.19
Sejam /BAC um angulo, }ﬁ a semi-reta oposta a R e /ﬁ a semi-reta oposta a

/ﬁ. Os angulos /BAC e ZDAE sdo chamados opostos pelo vértice.

Entretanto, em (2.17) se partirmos de dois dngulos quaisquer, pode ndo haver um
angulo que seja a sua soma no sentido acima definido. E possivel mostrar os seguintes

teoremas que estabelecem propriedades com respeito aos conceitos definidos anterior-
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mente.

Teorema 2.20
Se /ZBAC e /BAD sdo angulos suplementares, /B’A’C’ ¢ Z/B’A’D’ sdo angulos
suplementares e /BAC = /B’A’C’, entdo ZBAD = /B’A'D’

Teorema 2.21

Os angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.

Teorema 2.22

(Apigio DE ANGULOS) Sejam /BAC um éngulo e AD uma semi-reta no interior

deste dngulo. Suponhamos que /D’A’'C’ = /DAC, ZB’A’'D’ = /ZBAD e que as
. =" _ = . - .

semi-retas A’B’ e A’C’ estejam em lados opostos da reta A’D’. Entdo as semi-retas

e ) ) —ey

A'B’ e A’C’ formam um angulo /B’A’C’, ZBAC = /B’A’C’ e a semi-reta A’'D’ esta

no interior do angulo /B’A’C’.

A seguir definiremos a nogao de desigualdade para dngulos, e como foi enunciado
no inicio da segdo, a relagdo de congruéncia de angulos, postula uma relagdo entre dois
angulos, a definicdo que a continuagdo estabeleceremos, indica quando podemos dizer

que um angulo é menor ou maior que outro angulo.

Definicao 2.23

Sejam /BAC e ZEDF dois angulos. Dizemos que /BAC é menor que ZEDF, e
escrevemos /BAC < ZEDF, se existir uma semi-reta lﬁ no interior do angulo ZEDF
tal que ZBAC = ZGDF. Neste caso, também dizemos que ZEDF é maior que Z/BAC
e escrevemos ZEDF > ZBAC

Usando a definigdo supracitada e os teoremas (2.20), (2.21) e (2.22), além dos axio-
mas de congruéncia, podemos mostrar que a relagdo desigualdade ‘<’ satisfaz: transi-
tividade, se x < 3 e B < 7y, entdo « < 7y; tricotomia, dados dngulos x e (3, uma e sé

uma das condigOes seguintes é valida: o < 3, « = 3, &« > [3; e, respeita desigualdade
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em pares de angulos congruentes, ou seja, dados dngulos x = &’ e B = B/, temos o <
) ) )

se, e somente se, o’ < B’.

2.7 Plano de Hilbert

Como ja foi mencionado, um plano é um conjunto de elementos chamados pontos, e o

plano contém subconjuntos denominados retas.

De aqui em diante, consideraremos um plano com nogdes indefinidas de “incidéncia”,
13 ” 13 A 1AM A ]
estar entre” e “congruéncia” de segmentos e de angulos, onde o plano satisfaz os treze

axiomas que foram enunciados nas segdes anteriores, (I1)-(I3), (B1)-(B4) e (C1)-(C6).

Definicao 2.24
Um plano de Hilbert é um sistema axiomdatico em que os termos indefinidos sdo
ponto, reta e as relagdes indefinidas sdo incidéncia, estar entre e congruéncia de

segmentos e de angulos; satisfazendo os axiomas (I1)-(13), (B1)-(B4), (C1)-(C6).

A partir dos conceitos de congruéncia e suplementaridade, é possivel definir angulos
retos, sem fazer mencgdo a medida, mostrar que existem angulos retos em um plano de
Hilbert e que todos eles sdo congruentes; também é possivel definir quando duas retas
sdo perpendiculares e mostrar que a reta perpendicular a uma reta dada por um ponto

dado ¢ unica.

2.7.1 Teorema do Angulo Externo

A definicdo seguinte d4 lugar a uma proposigdo que é muito importante, pois é de grande
utilidade nas provas dos teoremas seguintes, sendo muito utilizada também nas provas

do capitulo 4.
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Definicao 2.25

Um angulo suplementar a um dngulo em um tridngulo é denominado dangulo externo.

Teorema 2.26
(TEOREMA DO ANGULO EXTERNO) Em um tridngulo, todo angulo externo é maior

do que os angulos internos ndo adjacentes a ele.

Prova: Seja Z/CAD um angulo externo do tridngulo AABC. Seja D tal que B ¥4 D e

D = BC.

D A B

Figura 2.6: Teorema do angulo externo caso ZCAD # ZACB

Mostraremos primeiro que ZCAD # ZACB. Suponhamos que Z/CAD = ZACB,
temos por (C6) que ACAD = AACB, pois AC = CA. Logo, ZDCA = Z/BAC. Como
Z/CAD e ZBAC sdo suplementares, entdo ZACB e /ZDCA também sdo. Assim, D € %,
mas D € ﬁ Portanto H% = ﬁ, o que contradiz o fato que C ¢ H%

Mostraremos que nao pode acontecer que ZCAD < ZACB.

C

D A B’ B

Figura 2.7: Teorema do angulo externo caso ZCAD < ZACB

Suponhamos que ZCAD < ZACB. Pelo axioma (C4) existe C? tal que ZCAD =
ZACB’, E esteja no interior do angulo ZACB. Pelo teorema da trave (2.11), existe
B’ € ABN CE. Logo, estamos no caso que o angulo externo é congruente a um angulo

no adjacente a ele. Portanto, isto ndo é possivel e ZCAD ndo pode ser menor que
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ZACB.

Entao sé resta uma possibilidade, que ZCAD > ZACB. Assim, cada angulo externo

em um tridngulo é maior que cada um dos dngulos ndo adjacentes. O

2.7.2 Perpendicularidade e Angulos Retos

Perpendicularidade e dngulo reto sdo dois conceitos que estdo extremamente ligados.
Assim, mostrar a existéncia de angulos retos em um plano de Hilbert é equivalente
mostrar que existe uma reta perpendicular a outra reta dada. Definiremos aqui quando
um angulo é reto e quando duas retas sdo perpendicualres. Além disso, enunciaremos

algumas propriedades que derivam destes conceitos e do teorema do angulo externo.

Definicao 2.27

Em um plano de Hilbert:

e Um angulo é dito reto (R) quando é congruente a um de seus suplementares.
Um angulo ndo reto é dito agudo ou obtuso, conforme seja menor ou maior

que um angulo reto, respectivamente.

e Duas retas sdo perpendiculares quando possuem um ponto P em comum e os

quatro angulos formados pelos pares de semi-retas ndao opostas forem retos.

e Um tridngulo é retangulo quando um de seus angulos é reto. O lado oposto
ao angulo reto denomina-se hipotenusa e os outros dois lados denominam-se

catetos.

Mostraremos, mediante uma construgdo, a existéncia de angulos retos e de uma reta

perpendicular a outra reta dada.
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Teorema 2.28

Em um plano de Hilbert:
(i) existem angulos retos;
(ii) dois dngulos retos quaisquer sdo congruentes;

(iii) dados um ponto e uma reta, existe exatamente uma perpendicular a reta dada

passando pelo ponto dado.

Prova: [Existéncia de dngulos retos] Seja 1 uma reta. Por (I2) temos que existem
A,B € 1 com A # B. Por (I3) temos que existe C tal que C ¢ 1. Por (C4) e (C1)
existe D com C +ap D tal que /ZBAC = /BAD e AC = AD. Ligamos C com D e seja
E o ponto de intersecdo. Temos dois casos: E ~5 B, daqui AEAC = AEAD; E +¥a B,
pelo teorema (2.20) temos ZEAC = AEAD. Dos dois casos temos AEAC = AEAD.
Temos Z/CEA = /DEA, além disso, os angulos sdo suplementares, assim eles sao retos.
Portanto existem angulos retos no plano de Hilbert, e a reta & é perpendicular a reta

L.

A

‘S\
t// B

D

Figura 2.8: Existéncia de angulos retos e da reta perpendicular a uma reta dada

A unicidade da perpendicular por um ponto ndo incidente a reta é conseqiiéncia do
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teorema do angulo externo. Assim, seja A o ponto e 1 a reta. Temos dois casos: quando
A € lou A ¢ 1. Para ambos casos supor que existem duas perpendiculares a 1 que

incidem em A.

Figura 2.9: Unicidade da perpendicular

E imediato mostrar, usando (C4), que a perpendicular por um ponto incidente a

reta existe e é 1inica. O

S&o conseqiiéncias imediatas do teorema do angulo externo (2.26):

Teorema 2.29

Todo tridngulo possui pelo menos dois dngulos agudos.

Corolario 2.30
Todo tridngulo possui pelo menos uma altura incidente no lado oposto (altura a

mesma conhecida da Geometria Euclidiana).

Teorema 2.31
Se duas retas distintas formam com uma terceira dngulos alternos congruentes, entao

as duas primeiras ndo possuem ponto comum.

Corolario 2.32

Duas retas distintas perpendiculares a uma terceira ndo se encontram.
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2.7.3 Congruéncia de triangulos

O axioma (C6) também é conhecido como “caso LAL (lado-adngulo-lado) de congruéncia
de tridngulos”. Em um plano de Hilbert, sdo védlidos os mesmos casos de congruéncia
de tridngulos, conhecidos da Geometria Euclidiana. Mas antes de enuncié-los, definire-
mos tridngulo isésceles e estabeleceremos duas afirmagdes: uma que faz referéncia a
existéncia de tridngulos isésceles no plano de Hilbert, e a outra as condigdes necessédrias
e suficientes que deve ter um tridngulo para ser considerado isésceles. A prova da

segunda afirmagdo, precisa do caso de congruéncia ALA (&ngulo-lado-angulo).

Definicao 2.33
Um tridngulo é isésceles quando possui dois de seus lados congruentes. O terceiro

lado é denominado base do tridngulo.

Teorema 2.34
Um tridngulo é isdsceles se, e somente se, os dngulos formados pela base sdo congru-

entes.

Teorema 2.35
Tomando-se um qualquer segmento, é possivel construir um tridngulo isésceles que

tenha o segmento dado como base.

A B

Figura 2.10: Nao garante a existéncia de um tridngulo isdésceles
Notemos que ndo basta construir dngulos congruentes menores que R nos extremos
do segmento para garantir a existéncia de um tridngulo isésceles (ver figura 2.10), pois

ndo dispomos do quinto postulado de Euclides. Ainda que os angulos sejam muito pe-
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quenos ndo é possivel garantir que as semi-retas que emanam dos extremos do segmento

se encontrem.

Como consequéncias da existéncia de tridngulos isésceles temos que:

Teorema 2.36

Em um tridngulo AABC, AB > AC se, e somente se, /ACB > ZABC

Teorema 2.37

Em dois tridngulos AABC, AA’B’C’, tais que AB = A’B/, AC = A’C’, temos:

B'C'& /A = ZA'

o8
O
Al v

A eV

Os casos de congruéncia de tridngulos que podem ser provados em um plano de

Hilbert sdo os seguintes:

Teorema 2.38
(Caso ALA) Dois tridngulos sdo congruentes se possuem um lado e os dngulos por

ele formados congruentes.

Teorema 2.39

(Caso LLL) Dois tridngulos sdo congruentes se possuem os trés lados congruentes.

Teorema 2.40
(Caso ALA() Dois tridngulos sdo congruentes se possuem um lado, um dos dngulos

por ele formado e o dngulo oposto a ele congruentes.

Teorema 2.41
(Caso RHC) Dois tridngulos retangulos sdo congruentes se possuem a hipotenusa e

um dos catetos congruentes.
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2.7.4 Bissecao de Segmentos e Angulos

Bissectar um segmento, bem como bissectar um angulo, derivam diretamente dos casos
de congruéncia de tridngulos enunciados na subsecdo anterior. Assim, as seguintes

proposigoes podem ser estabelecidas.

Teorema 2.42

Em um plano de Hilbert.

(i) Dado um segmento AB, existe um tinico ponto M em AB tal que AM = MB.

Este ponto é denominado ponto médio de AB.

(ii) A reta perpendicular a um segmento AB que passa por seu ponto médio é o
lugar geométrico dos pontos P tais que PA = PB. Esta reta recebe o nome de

mediatriz do segmento AB.

(iii) Dado um angulo /BAC, existe uma tinica semi-reta /ﬁ . no interior do angulo
/BAC tal que Z/ZBAD = /DAC. Esta semi-reta é denominada bissetriz do

angulo.

(iv) Em um tridngulo isdsceles, a bissetriz do dngulo oposto a base é uma semi-reta

contida na mediatriz da base.

2.8 Axioma de Paralelismo

Desde o surgimento de Os Elementos, em aproximadamente 300 a.c., tém sido vdrios
os matemadticos que tentaram mostrar como teorema o que Euclides enunciou como seu

quinto postulado:

Se uma reta ao cortar duas outras, forma dngulos internos, no mesmo
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lado, cuja soma € menor do que dois Gngulos retos, entdo as duas retas,
se continuadas, encontrar-se-Go no lado onde estdo os angulos cuja
soma € menor do que dois dngulos retos.

De acordo com [17, Martin, 1975, p. 302-314|, um dentre os diversos matematicos
que se interessou pela teoria das paralelas foi o sacerdote jesuita Gerolamo Saccheri,
publicando em 1733 sua obra “Fuclides liberado de toda falha”, onde trabalha com um
quadrildtero bi-retangulo isésceles e estabelece que os dngulos do topo podem ser agudos,
retos ou obtusos, e daqui deriva as trés hipdteses (hipéteses que serdo estabelecidas no
capitulo 4). Saccheri tenta mostrar, sem éxito, que ndo é possivel acontecerem as

hipéteses do angulo agudo nem a do angulo obtuso.

Em 1813 Gauss, nas suas notas pessoais, manifesta a sua insatisfagdo com os re-
sultados obtidos e comega a discutir a possibilidade de desenvolver uma geometria
ndo-euclidiana. Um dos registros de Gauss trata-se de: “Sobre a teoria das paralelas
que nao progrediram além de FEuclides. E uma vergonha para a matemdtica que,

mais cedo ou mais tarde terd que adquirir um outro aspecto”.

Em 1820 Janos Bolyai comunica a seu pai o seu interese em estudar a teoria das pa-
ralelas. Em 1826 Lobachevsky apresenta um artigo que se intitula “Uma apresentacao
sucinta dos fundamentos da geometria com uma prova rigorosa do teorema das
paralelas”, é provavel que este trabalho tenha dado inicio ao que hoje denominamos
de Geometria Hiperbdlica e em 1829 publica “Sobre os fundamentos da geometria”,
onde é a primeira publicagdo em que se apresenta o nome de geometria ndo euclidia-
na. Este trabalho contém um completo desenvolvimento de geometria hiperbdlica, que
Lobachevsky chama de Geometria imagindria. Em janeiro de 1832, Farkas Bolyai
publica “Tentamen” que contém um apéndice, escrito pelo seu filho Janos Bolyai,
intitulado “A ciéncia do espago absoluto, com uma demonstracao da independéncia
da verdade ou falsidade do postulado das paralelas de FEuclides e, além disso, a

quadratura do circulo, no caso de sua falsidade”. Em 1837, Lobachevsky publica na
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Franca o artigo “Geometria Imagindria” e em 1840 publica na Alemanha um pequeno

livro intitulado “Investigacées geométricas”.

Nao foram poucos os matemaéaticos que tiveram interesse em estudar o quinto pos-
tulado de Euclides. Em 1795 John Playfair, matemdtico escocés, enuncia um axioma
alternativo para o quinto postulado de Euclides. Este axioma o enunciaremos a con-

tinuagdo, mas antes precisamos definir paralelismo.

Definicao 2.43

Duas retas sdo ditas paralelas se elas sdo a mesma ou se elas ndo possuem pontos

€m comum.

O axioma de Playfair:

(P) Para todo ponto A e toda reta 1, existe uma tnica reta que incide a A e é paralela

al.

Uma geometria de incidéncia nao necessariamente satisfaz o axioma supracitado.
Por exemplo consideremos o seguinte modelo: sejam A, B, C, D e E pontos e sejam as
retas {A, B}, {A, C}, {A, D}, {A, B}, {B, C}, {B, D}, {B, &}, {C, D}, {C, E}, {D, E}; temos que

AB || DC e AB || DE, entdo aqui a paralela n8o é tnica.

D
Emc
A B

Figura 2.11: Geometria de incidéncia de cinco pontos

Além disso, em uma geometria de incidéncia com o axioma (P), é facil mostrar que,

a relagdo de paralelismo é uma relagao de equivaléncia.
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Vérias proposigdes vdlidas em um plano de Hilbert foram expostas por Euclides no
seu livro Os Elementos. Porém existem outras proposigdes que nao podem ser provadas

no plano de Hilbert. Por exemplo:

Unicidade de reta paralela a uma reta dada passando por um ponto exterior a ela.

A soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a dois angulos retos.

A soma dos angulos internos de um quadrildtero convexo é igual a quatro angulos

retos.

Existéncia de retangulos e quadrados.

Estas proposigdes ndo podem ser mostradas em um plano de Hilbert, pois ndo esta-
mos garantindo que seja satisfeito o axioma de paralelismo tal como o enuncia Euclides.
Mas é possivel mostrar a existéncia de pelo menos uma reta paralela a uma reta dada
passando por um ponto exterior a ela. Para prové-la, consideremos a reta 1 e o ponto
A nio incidente a ela. Existe, pelo teorema (2.28), uma tnica reta m perpendicular
a | passando por A, pelo mesmo teorema, existe uma tnica reta r perpendicular a m
passando por A. Entdo temos que as retas 1 e r sdo perpendiculares a reta m, e pelo
coroldrio (2.32) temos que elas ndo possuem pontos em comum. Portanto a reta r que

incide no ponto A é paralela a reta 1.

m
A
J T
1 !

Figura 2.12: Existéncia de pelo menos uma reta paralela
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Teorema 2.44
Em um plano de Hilbert em que vale o axioma (P), a soma dos dngulos internos de

qualquer tridngulo é dois retos (2R).

Prova: Seja o tridngulo AABC. Seja o ponto E tal que C ¥53 E e ZBAE = ZCBA.
Pelo teorema (2.31) as retas @ e ﬁ sdo paralelas. Consideremos o ponto F tal que
B /2 F e ZCAF = /BCA. Pelo teorema (2.31) as retas @ e ﬁ sdo paralelas. Como

o axioma (P) vale, entdo temos que AE = AF.

B

Figura 2.13: O axioma (P) implica soma dos dngulos internos de um tridngulo qualquer

Temos que 2R = /ZEAB + /BAC + ZCAF = ZCBA + ZBAC + ZBCA. Portanto a

soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer é igual a dois dngulos retos. O

2.9 Circulos e retas

Poderiamos ter deixado de lado o estudo de circulos e retas, mas no capitulo 6 mos-
traremos que o axioma de intersegdo entre circulos (E) e o teorema de intersegio entre
circulos e retas (LCI) sdo equivalentes em um plano cartesiano sobre um corpo ordenado.
Além disso um plano de Hilbert munido do axioma (E) pode ser modelado por um plano
cartesiano sobre um corpo euclidiano (veja segdo 5.4). O tratamento para a discussdo
de intersecdo entre circulos e retas serd feito em um plano de Hilbert. Enunciaremos
este axioma e ele nos ajudara a justificar as construgdes com régua e compasso do livro

Os elementos de Euclides. A necessidade de incorporar este novo axioma é por que até
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aqui nada nos garante que dois circulos quaisquer se podem interceptar, mesmo que eles
se encontrem posicionados propiciamente. Além disso, com o conjunto de axiomas que
compode o plano de Hilbert ndo é possivel concluir que existe intersecao entre circulos e

circulos e retas. Para comegar definiremos circulo.

Definicao 2.45
Seja, O e A pontos distintos. O circulo de centro em O e raio OA é o conjunto

Circ(O, OA) de todos os pontos B do plano tais que OB = OA.

Notemos que a definicdo de circulo ndo depende do conceito de “distancia” ou
“medida”. Além disso, a definicdo ndo nos proporciona se o centro do circulo estd
Unicamente determinado, e que o circulo possui uma quantidade infinita de pontos. As

afirmacbes que a seguir enunciamos esclarecem as ditas suposigoes.

Teorema 2.46

Seja I" o circulo de centro O e raio OA.

(i) Toda reta que passa pelo centro encontra o circulo em exatamente dois pontos.
(ii) Todo circulo possui infinitos pontos.

(iii) O centro é tinicamente determinado a partir do circulo.

Definiremos interior e exterior do circulo, reta tangente e circulos tangentes. Mas
reta tangente e circulos tangentes ndo pode ser definidos como o faz Euclides, j& que

ndo é possivel garantir que eles se interceptam.

Definicao 2.47

Dado o circulo Circ(O, OA), o ponto B estd no seu interior se B = O ou OB < OA;
o ponto C estd no seu exterior se OA < OC.

Uma reta | é tangente a um circulo I" se eles possuem apenas um ponto comum. Um

circulo I' é tangente a um circulo A se eles possuem apenas um ponto comum.
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Em um plano de Hilbert as condigdes de tangéncia, entre circulos e circulo e reta,
sdo as mesmas que se conhecem da geometria euclidiana, pois estas condigdes derivam

do teorema do angulo externo e dos critérios de congruéncia de tridngulos.

Temos que, em um plano de Hilbert, dados dois circulos quaisquer, o fato que cada
um deles possua um ponto no interior do outro ndo garante que esses circulos tenham

intersecdo ndo vazia. Isto motiva o seguinte axioma, chamado “axioma do compasso”.

(E) Dados dois circulos I', A, se A contém pelo menos um ponto no interior de T, e

A contém pelo menos um ponto no exterior de I', entdo I' e A se interceptam.

B A

I

Figura 2.14: Interpretagdo do Axioma (E)

Como consequéncia direta deste axioma, temos que uma reta que ndo é tangente a

um circulo, mas possui um ponto em comum com ele, é secante.

Teorema 2.48
((LCI) intersegao entre reta e circulo) Em um plano de Hilbert no qual valha
o axioma (E), se uma reta possui um ponto no interior de um circulo, ela possui

exatamente dois pontos em comum com o circulo.

Em um plano de Hilbert no qual valha o axioma (E), podemos construir um tridngulo
equildtero, conhecido o lado. Além disso, é possivel construir um tridngulo se sdo
conhecidos os trés lados, desde que seja satisfeita a desigualdade triangular. Estas sao

as construgoes 1 e 22 do Livro I dos Elementos de Euclides.

Um plano de Hilbert com o axioma (E) e o axioma (P), é chamado plano Euclidiano.



Capitulo 3

Movimentos Rigidos

Nosso objetivo serd formalizar o método de superposicdao que usou Euclides para jus-
tificar a congruéncia de tridngulos no seu livro I de Os Elementos. Esta formalizagdo
serd feita usando fungdes bijetivas do plano de Hilbert nele mesmo, que chamaremos
de movimentos rigidos. Mostraremos que em um plano quase de Hilbert, ou seja em
um plano donde sejam satisfeitos os védrios axiomas de Hilbert, existem uma quanti-
dade suficientes de movimentos rigidos para tornar preciso, do ponto de vista légico, o

principio da superposi¢do. Diremos entdao que este plano possui Mobilidade Livre.

3.1 Preliminares

Textos classicos como Os Elementos de Euclides e os de Legendre recorrem, em algumas
demonstragdes, a argumentos externos ao sistema axiomatico introduzido. Um desses
recursos extras é o argumento de “superposicao”, usado para demonstrar como teorema
o caso LAL da congruéncia de tridngulos. No sistema axiomdtico de Hilbert e na

adaptagdo de Hartshorne essa propriedade torna-se um dos axiomas.

[11, Hartshorne, 2000] afirma que: se poderia criticar Hilbert pela adogdo de uma

declaragédo tdo complicada como (LAL) para um axioma, do mesmo modo que se poderia

40
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criticar Euclides pelo seu quinto postulado. A resposta em ambos os casos é a mesma:
Ndo é possivel evitar a inclusdo de uma declaragdo como axioma, se ndo é possivel
prové-la dos outros axiomas. Agora, Euclides ndo incluiu (LAL) como um axioma, mas
o “demonstrou” na proposi¢do 4 do livro I, a sua prova tem sido justamente criticada,
pois usou o “método de superposi¢ao”, que consiste em mover um tridngulo pelo plano,
sem deforma-lo, até que coincida com outro tridngulo. Isto ndo se pode justificar sobre
a base das nogdes comuns nem dos postulados assumidos por Euclides. De fato, pensar

em movimentar figuras sem distorcer a sua forma é um pressuposto bastante forte.

O uso do método de superposigdo das figuras tem dado lugar ao debate em torno
do recurso de aplicagdo de um movimento o da idéia de deslocamento natural para
superpor as figuras. HEstes deslocamentos que intervém sdo deslocamentos de figuras e

ndo transformagdes que operam sobre o espago como conjunto de pontos.

3.2 Movimentos Rigidos e o axioma (C6)

Para comegar vamos definir movimento rigido como uma fungao que satisfaz cinco con-

digOes:

Definicao 3.1

Seja P um sistema axiomdtico que consiste em nogdes indefinidas de pontos, retas,
relagdao de incidéncia, “estar entre”, e congruéncia de segmentos e angulos, que pode
ou ndo satisfazer os varios axiomas de Hilbert. Um “movimento rigido” em P é

uma fungdo ¢ : P — P definida em todos os pontos, tal que:

(1) ¢ é bijetiva.
(2) @ leva retas em retas.

(3) @ preserva a relagdo de “estar entre” de pontos colineares.
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(4) Para cada dois pontos A, B, temos AB = ¢(A)@(B).

(5) Para cada angulo «, temos & = @(«).

Em outras palavras, ¢ preserva as estruturas determinadas pelas nocdes indefinidas

do sistema axiomadtico definido no capitulo 2.

Note que a transformacgdo 1dentidade de P em si mesmo, que deixa cada ponto fixo,
é um movimento rigido. A composicdo de movimentos rigidos é um movimento rigido,

pelo que o conjunto de todos os movimentos rigidos formam um grupo §.

Como o nosso objetivo é formalizar o método de superposicao de Euclides, pre-
cisamos saber se possuimos uma quantidade suficiente de movimentos rigidos para

garantir a Mowvilidade Livre [11, Hartshorne, 2000]:

MRS (Movimentos Rigidos Suficientes)

(I) Para cada dois pontos A, A’ € P, existe um movimento rigido ¢ € G tal que

@(A) = A’

(II) Para cada trés pontos O, A, A’ € P, existe um movimento rigido ¢ € G tal que

—
©(0O) =0 e @ leva a semi-reta O? a OA’.

(III) Para cada reta 1 € P, existe um movimento rigido ¢ € G tal que @(P) = P

para todo P € l e @ intercambia os dois lados do plano em relagdo a 1.

Note que o movimento rigido (I) ndo deixa pontos fixos, com excegdo da identidade.
O movimento rigido (II) deixa um ponto fixo, que é a origem comum as semi-retas, e
leva uma semi-reta em outra; note que ndo necessariamente leva o ponto A em A’. O
movimento rigido (III) deixa uma reta fixa ponto a ponto e intercambia os lados do

plano em relagdo a esta reta fixa.

A seguir, serd mostrado que, se em um plano com alguns dos axiomas de Hilbert
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satisfeitos, temos suficientes movimentos rigidos, entdo o axioma (C6) caso LAL da

congruéncia de tridngulos é satisfeito.

Teorema 3.2

Em um plano que satisfaz os axiomas de incidéncia e ordem, e assumimos (C2),
(C5), e s6 a parte de unicidade de (C1) e (C4) (isto é, ndo nos é possivel transportar
todos os segmentos e dngulos, mas quando é possivel o transporte é inico). Nestas

condigbes (MRS) implica (C6).

Prova: A idéia é mostrar que, se temos suficientes movimentos rigidos tais que o
método de superposigdo de Euclides funcione, entdo (C6) resulta como teorema. Para
isto, suponhamos dois tridngulos AABC e AA’B’C’ onde AB = A’B’, AC = A'C’ e
/ZBAC = /B'A’C’. Assim se quer mostrar que, se vale (MRS) ent&o os tridngulos sdo

congruentes.

B"= @(B)

Figura 3.1: Ilustracdo de movimentos rigidos 1

Usando (MRS I) existe ¢ que leva A em A’ e algum ponto B” = ¢(B). Como ¢ €

um movimento rigido e AB = A’B’, temos que A’B” = A’B’ (C2).

Usando (MRS II) existe { que deixa A’ fixo e leva a semi-reta A’ B’ na semi-reta

—
A’B’. Como 1 preserva congruéncia e vale a parte de unicidade de (C1), temos que

B’ =y(B”). Seja C” = o ¢(C).
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~ ~ payee AN .

Se C’ e C” estdo do mesmo lado do plano em relagdo a 1| = A’B’, ndo ha mais
nada a fazer e chamamos de 6 = 1 o ¢. Caso contrario, usando (MRS III) sabemos
que existe o que leva C” no outro lado de 1 e mantém fixos os pontos dessa reta, e
chamamos de 6 = 0 o J o . Sabemos entdo que O possui as seguintes propriedades:
0(A) = A’, 8(B) = B’ e C"” = 0(C) estd do mesmo lado de 1 que C’. Pela parte de
A/C/;/

unicidade de (C4), concluimos que as semi-retas A’C’ e coincidem. Mas por

hipétese AC = A’C’, e AC = A’C’”, pois 0 é um movimento rigido. Portanto (C2)

nos garante que A’C’ = A’C’”. Além disso, C’ e C"’ estdo do mesmo lado de A’ em L.

Segue-se da parte de unicidade de (C1) que C' = C”’. Assim, 6(B) =B’ e 6(C) = C’".

Como 0 é um movimento rigido, seguem-se as demais conguéncias. Mostrando isto,
temos que é possivel superpor um tridngulo em outro. Assim prova-se que (C6) é valido

como teorema em um plano onde MRS é assumido por hipétese. O

Este teorema foi provado em um plano quase de Hilbert, que ndo dispunha das
ferramentas de “copiar” segmentos nem angulos, além de ndo precisar do axioma (C3).
N&o se precisa do axioma (C3) pois, pela definicdo de movimentos rigidos ele preserva

congruéncia e relagdo de estar entre, portanto (MRS) implica (C3).

A continuagdo serd provado que em um plano de Hilbert existe uma quantidade

suficiente de movimentos rigidos.

Teorema 3.3

Em um plano de Hilbert, existem suficientes movimentos rigidos: (MRS) vale.

Prova:[Idéia] Construa-se o movimento rigido o, ver figura 3.2, que intercambia os lados
do plano, e mostra-se que existe (MRS III) usando perpendicularidade e os axiomas de

Hilbert.

Para (MRS I), considera-se a mediatriz, 1, do segmento de extremos A, A’, entdo

o1(A) = A’, ou seja leva um ponto em outro.
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B
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B/
B/

Figura 3.2: Plano de Hilbert e (MRS)

Para (MRS II), considera-se a bissetriz b do dngulo ZAOA’, entédo 0,(0) = O e leva

. . =
o raio OX ao raio OA’. O

No teorema precedente, sé é necessdrio mostrar a existéncia do movimento rigido

(MRS III) para obter os outros dois.

O corolério seguinte, consequéncia dos dois teoremas anteriores, mostra que o axioma
de congruéncia (C6) é equivalente ao principio (MRS). Como j& foi provado que em um
plano de Hilbert existe uma quantidade suficiente de movimentos rigidos e que em um
plano onde se cumpre (MRS) e algunos dos axiomas de Hilbert, temos que (C6) é vélido.

Pelo que a prova do coroldrio é imediata.

Corolario 3.4
Na presenga de todos os axiomas do plano de Hilbert com excegdo de (C6), o axioma

(C6) é equivalente a (MRS).




Capitulo 4

Saccheri e as suas trés hipoteses

Descreveremos, sucintamente, o trabalho do sacerdote jesuita Gerolamo Saccheri na sua

tentativa de mostrar como teorema o quinto postulado de Euclides:

Se uma reta ao cortar duas outras, forma dngulos internos, no mesmo
lado, cuja soma € menor do que dois aGngulos retos, entdo as duas retas,
se continuadas, encontrar-se-Go no lado onde estdo os angulos cuja
soma € menor do que dois dngulos retos.

Saccheri dividiu seu trabalho em duas partes: a primeira parte dedicada a tentativa
de demonstrar como teorema o que Euclides enunciara como quinto postulado. Aqui
Saccheri, estabelece trés hipéteses, das quais duas sdo descartadas durante o desenvolvi-
mento do texto; a segunda parte mostrard que o lugar geométrico de todos os pontos

equidistantes de uma reta também é uma reta.

Estudaremos algumas propriedades do quadrildtero bi-retdngulo isésceles usado por
Saccheri, chamado de quadrildtero de Saccheri (ver definicdo 4.2), em um plano de
Hilbert. Dai enunciaremos que ndo é possivel determinar a natureza dos angulos
do topo do quadrildtero (agudos, retos ou obtusos). Enunciaremos isto, com a fina-
lidade de estabelecer trés hipdteses, as mesmas que Saccheri instituiu. Além disso,
mostraremos que em um plano de Hilbert arbitrario, sob uma das trés hipéteses, todos

os quadrildteros bi-retangulos isésceles possuem angulos do topo da mesma natureza.
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Também, mostraremos que em plano de Hilbert a soma dos angulos internos de um
tridngulo qualquer é igual a soma dos angulos do topo do quadriladtero de Saccheri a ele

associado.

Em conclusao, nosso objetivo ndo é fazer uma andlise critica do trabalho de Saccheri,
sendo estudar e analisar as hipéteses consideradas por ele, com o fim de exemplificar

trés tipos de geometrias diferentes.

4.1 Preliminares

Grande parte do trabalho de Gerolamo Saccheri (ou Hieronymo Saccherio): “Euclides
ab omni naevo vindicatus” (“Euclides liberado de toda falha”) [20, Saccheri, 1920]
publicado em 1733 na cidade de Mildo, é dedicado a tentativa da prova do quinto

postulado de Euclides.

Saccheri nos diz que estruturard o seu livro em duas partes, no qual ambas confor-

mam um total de 39 proposigdes, 5 lemas, 1 definigdo, 23 coroldrios e 18 escélios:

e Na primeira (Proposicoes I até XXXIII) diz que demonstrard o 5° postulado sem
recorrer a nenhum petitio principit para deixar claramente demonstrado o pos-
tulado. Além disso, também comenta que ndo usard as proposigoes 27, 28, 16 e

17 dos Elementos de Euclides, excepto casos particulares das duas tltimas.

e Na segunda (Proposigdes XXXIV até XXXIX) diz que demonstrard que a linha
cujos pontos sdo todos eqiiidistantes de outra linha reta dada, s6 pode ser uma

linha reta.

Também comenta outras falhas atribuidas a Euclides referentes a proporgées (Livro 5)

e relagbes (Livro 6) e diz que em um segundo livro [sic] demonstrard um certo teorema
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que pode-se aplicar a toda a geometria. Mas Saccheri morreu no ano da publicagdo do
livro que aqui estudamos, ndo sabemos a ciéncia certa se ele morreu antes ou depois da

publicagdo.

Neste livro, a figura fundamental usada por Saccheri é um quadrildtero bi-retangulo

isésceles, que chamaremos de quadrildtero de Saccheri.

Saccheri na sua obra demonstra em primeiro lugar que, se sobre uma reta arbitrdria
ﬁ se levantam dois segmentos perpendiculares e congruentes do mesmo lado de ﬁ
(AD e BC), entdo os angulos /BCD e ZADC sdo congruentes. Entdo formula trés
hipéteses, segundo a natureza dos angulos /BCD e ZADC, que podem ser agudos,
retos ou obtusos. Nomeia as hipdéteses segundo o dngulo: hipdtese do dngulo agudo,
hipétese do angulo reto e hipétese do angulo obtuso. Demonstra também que somente
uma hipdtese pode ser verdadeira, se em um caso ela é. Em outras palavras, se é possivel
mostrar em um caso particular que, por exemplo, os dngulos sdo agudos, entdo sempre
serdo eles agudos, independentemente do quadrildtero bi-retdngulo isésceles considera-

do.

Dentro dos resultados obtidos por Saccheri, ele prova erroneamente que o postulado
das paralelas de Euclides é um teorema. Saccheri descarta as hipéteses do angulo obtuso
e ado angulo agudo: a primeira delas é recusada na proposigdo XIV, dizendo que destréi-
se ela mesma, conclusdo que tira das proposigoes IX e XIII; a segunda é excluida na
proposicao XXXIII, falando que é absolutamente falsa, pois repugna a natureza da
linha reta. Embora Saccheri tenha descartado ambas hipéteses ele continuou fazendo
uso delas, ou seja, em proposigdes que seguiram da XIV ele ainda considerava o caso
do angulo obtuso, e de igual forma nas proposi¢des que seguiram a proposicao XXXIII

consideram a hipétese do angulo agudo.

De acordo com [2, Bonola, 1955, p.44] acredita-se que Lambert, matemadtico suigo,

que fez um trabalho muito parecido com o de Saccheri, estivesse familiarizado com o



49

escrito de Saccheri. Bonola diz:

E dificil dizer que influéncia exerceu o trabalho de Saccheri nos gedmetras
do século XVIII. No entanto, é provdvel que o matemdtico suigco Johann
Heinrich Lambert esteja familiarizado com o trabalho. Em sua obra péstuma
“Theorie der Parallellinien” editada por J. Bernoulli e C. F. Hindenburg
é dividida em trés partes: a primeira parte é de natureza critica e filoséfica,
e estd relacionada com o quinto postulado, ou seja, se é possivel provar este
somente com proposigoes precedentes ou se é necessdrio o auxilio de outras
hipéteses; a segunda parte é dedicada a discussdo de diferentes tentativas
para que o postulado de Euclides seja reduzido a proposigdes mui simples;
e a terceira, e a mais importante, parte contém uma pesquisa semelhante a
feita por Saccheri.

[Tradugdo nossa]

4.2 O Quadrilatero de Saccheri

Como no capitulo 2 “Geometria Neutra” estabelecemos um sistema axiomaéatico que
chamamos de Plano de Hilbert, aqui definiremos quadrildtero e enunciaremos algumas
propriedades que serdo de utilidade nas proposigdes da segdo seguinte. Faremos uso
do plano de Hilbert, ainda quando os dois autores (Hilbert, com os seus fundamentos;
e Saccheri, com Euclides Vindicatus) sdo de épocas diferentes. Esse fato, de que os
Fundamentos de Hilbert sdo de 1900 e o trabalho de Saccheri é de 1733 ndo interferird
em nosso estudo. De fato, queremos estudar propriedades do quadrildtero usado por

Saccheri em um plano de Hilbert.

A idéia desta segdo é definir o quadrildtero usado por Saccheri e mostrar algumas

propriedades que estdo relacionadas com ele.
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Definicao 4.1

(QUADRILATERO) Em um plano de Hilbert, sejam A, B, C, D quatro pontos n&o
colineares trés a trés, tais que AB néo encontra o segmento CD e AD n&o encontra
o segmento BC. Chamamos quadrildtero a cada conjunto {A, B, C, D} que satisfaga

as condigdes acima, e denotamos por [ JABCD.

Néao consideraremos quadrilateros estrelados, isto estd explicito na definigdo de qua-

drildtero supracitada.

Em um plano de Hilbert, ou seja na presenga dos axiomas de incidéncia, ordem e
conguéncia, enunciados no capitulo 2, podemos construir um quadrildtero|[ JABCD tal

que AD = BC e as retas AD e BC sio perpendiculares a reta AB.

De agora em diante, usaremos a expressdo [ JABCD para indicar um quadrildtero

com angulos retos nos vértices A e B, e C e D estdo do mesmo lado da reta ﬁ

O quadrilatero usado por Saccheri no seu escrito “Fuclides Vindicatus” é um

quadrildtero bi-retdngulo isésceles que a seguir definimos.

Definicao 4.2

Seja[ JABCD ,e AD = BC, entéo o quadrilatero é denotado por AB CD e chamado
quadrildtero de Saccheri. AB é chamado base, CD é chamado topo, AD, BC séo
lados, ZADC, ZBCD sdo chamados angulos do topo, e ZDAB, ZABC sdo angulos da

base. Um quadrildtero que possui todos os seus dngulos retos é chamado retangulo.

A B

Figura 4.1: Quadrildtero de Saccheri

A notacgdo ABCD significa um quadrildtero de Saccheri com angulos retos em A
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e em B, usada por [17, Martin, 1975].

Notemos que as retas suportes dos lados no quadrildtero de Saccheri ndo possuem
pontos em comum. Pois como foi definido quadrildtero de Saccheri e por conseqiiéncia
do coroldrio (2.32), que diz que duas retas distintas perpendiculares a uma terceira néo

se encontram.

Até agora ndo temos informagdo a respeito dos angulos do topo do quadrilatero de
Saccheri. No seguinte teorema mostraremos que os dngulos do topo sdo congruentes.
Além disso mostraremos que a mediatriz do segmento AB coincide com a mediatriz do
segmento CD. Este teorema corresponde as proposicdes I e II do livro de Saccheri. A de-
cisdo de juntéa-las, é por que a prova, em ambos os casos, é conseqiiéncia da congruéncia

de tridngulos.

Teorema 4.3
Em um quadrilatero de Saccheri AB CD os dngulos do topo sdo congruentes. Além

disso as mediatrizes da base e do topo coincidem.

Aqui provamos que, em um plano de Hilbert, os dngulos do topo do quadrildtero
de Saccheri sdo congruentes, mas nada podemos afirmar sobre a natureza destes. Com
os grupos de axiomas expostos no capitulo 2 ndo é possivel concluir se os angulos do
topo sdo agudos, retos ou obtusos. Contudo podemos estabelecer a relagdo entre um
angulo do quadrildtero [ JABCD com um lado ndo adjacente ao dngulo. Esta relacdo
serd estabelecida no préximo lema. Sua prova deriva do teorema do dngulo externo e

da congruéncia de tridngulos.
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Lema 4.4
Se [ JABCD possui angulos retos em A e B, os pontos C, D estdo do mesmo lado em
relacdo a reta ﬁ, e A, B estdo do mesmo lado em relagdo a reta CD (ver fig. 4.2).

Entao:

ZADC > ZBCD

3 el g
O T O

e A
a & &

V

&
& /ADC = /BCD
< /ZADC < ZBCD

v}
@)

. . [1 [] . .

Figura 4.2: Casos do lema 4.4
A idéia dos seguintes dois teoremas é estabelecer uma relagdo entre dois segmentos,
onde um é o lado do quadrildtero de Saccheri e o outro é um segmento perpendicular a

base até o topo ou a prolongagdo dele, e que tipo é o dngulo do topo.

Teorema 4.5

Se [SJABCD, C+PxD, A+ QB e PQ L AB, entfo:

PQ <AD <« ZADC é agudo.
PQ=AD <« /ADC é reto.
PQ >AD <« ZADC é obtuso.

Prova: Vamos, ver figura 4.3, supor que PQ = AB, entfo pelo lema (4.4) temos

AV

ZADC

A eV

ZQPD e £ZBCD = ZQPC. Como ZQPC e ZQPD sao suplementares, entdo:
<
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2/ADC = Z/ADC + /BCD Z ZQPD + ZQPC = 2R. Portanto, ZADC = R.
< <
D P C
| [] ]
A Q B

Figura 4.3: Teorema 4.5
A prova da reciproca em cada caso é trivial usando as contra positivas dos outros

dois casos que faltam. O

Teorema 4.6

Se [S|ABCD, D« C*R, A«B«S e RS L AB, entdo:

RS>AD < ZADC é agudo.
RS=ZAD < /ADC é reto.
RS<AD < /ADC é obtuso.

Prova: Temos, ver figura 4.4, que AD = BC e /BCD = Z/ADC. Suponhamos que
RS > BC. Seja J tal que R+ ] %S e SJ = BC. Temos que [S]AS]D e [S|BSJC. Como
D estd no interior do dngulo ZSJC, temos que ZAD] = ZSJD < ZSJC = ZBC]J.
Além disso, ZJDC < ZJCR, pelo teorema do angulo externo (2.26) no tridngulo ACD].

Assim,

/ZBCD = ZADC = ZADJ + 4JDC < ZBCJ + ZJCR = ZBCR
Portanto, ZADC é agudo.

Suponhamos que RS = BC, entdo [SJASRD, mas agora A B« S e D * C xR, portanto

estamos em um caso do teorema anterior.

Suponhamos agora que RS < BC Seja K tal que S * R+ K e SK = BC. Temos que
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D C R
[ 1 [] []
A B S

Figura 4.4: Teorema 4.6

[SJASKD e [S|BSKC. Como C estd no interior do angulo ZSKD, temos que ZADK =
/SKD > /SKC = /BCK. Além disso, Z/ZKDC < ZKCR, pelo teorema do dngulo externo
(2.26) no tridngulo ACDK. Seja T no interior do dngulo Z/KCR tal que ZKCT = ZKDC.

Assim,
/BCD = ZADC = ZADK — ZKDC > ZBCK — ZKCT = ZBCT > ZBCR

Portanto, ZADC é obtuso.

A prova da reciproca em cada caso é trivial usando as contra positivas dos outros

dois casos que faltam. O

Da congruéncia dos angulos do topo do quadrildtero bi-retangulo, Saccheri distingue
trés casos, que descreveremos detalhadamente na segdo seguinte, que ele chamou de
hipétese do dngulo agudo, hipdétese do dngulo reto, e hipétese do angulo obtuso. Além
disso, Saccheri demonstrou que se algum destes casos é satisfeito em um quadrilatero,
entdo é valido para todo quadrildtero, ver teorema (4.8). Porém, suas provas pressupdem
continuidade (na forma do valor intermedidrio) (ver [11, Hartshorne, 2000, p.307]) e

serdo aqui refeitas sem este recurso.
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4.3 As Trés Hipoteses

Nesta secdo estabeleceremos as trés hipdéteses com as quais trabalharam Saccheri e
Lambert. Como Lambert fez uma pesquisa semelhante a de Saccheri, dedicar-nos-emos
a sé mostrar os resultados obtidos por Saccheri. A idéia, entdo é mostrar o que acontece

se se considera uma ou outra hipdtese.

Na segdo anterior, no quadrildtero de Saccheri, temos que os angulos do topo sdo
congruentes. Assim comecgaremos definindo cada uma das trés hipdteses dependendo

que angulos sdo os do topo:

Definicao 4.7

Hipé6tese do Angulo Agudo: Existe um quadrildtero de Saccheri tal que os angulos
do topo sdo agudos. Hip6tese do Angulo Reto: Existe um quadrildtero de Saccheri
tal que os angulos do topo sdo retos. Hipdétese do Angulo Obtuso: Existe um

quadrildtero de Saccheri tal que os dngulos do topo sdo obtusos.

D c D C D c
L L]

. . 1 [] . .

A B A B A B

Figura 4.5: As trés hipéteses de Saccheri
Até agora, em um plano onde sdo satisfeitos os axiomas enunciados no capitulo 2 e
todas as suas conseqiiéncias, temos trabalhado com algumas proposigoes que estabele-
cem uma relagdo entre os angulos do topo do quadrildtero considerado por Saccheri e os
segmentos do topo e da base, e extensdes destes segmentos. Até o momento ndo temos
nenhuma proposigdo que nos restrinja para a possibilidade de ter AB CD com /BCD
agudo e EFGH com /FGH obtuso. O teorema a seguir resolverd este problema.
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Teorema 4.8

(ProposIGOES V, VI, VII DE SACCHERI) Se existe um quadrildtero de Saccheri com
angulos do topo agudos, retos ou obtusos, entdo cada quadrildtero de Saccheri tera

angulos do topo agudos, retos ou obtusos, respectivamente.

Prova: Suponha [SJABCD com M ponto médio de CD e N ponto médio de AB.

Suponha A’B’C’D’ com M’ ponto médio de C'D’ e N’ ponto médio de A’B’. Quere-

mos mostrar que os dngulos /BCD e /B’C’D’ sdo do mesmo tipo, ambos agudos, retos

ou obtusos.

F L G D’ M’ c’

T T
D M C

|
] K

0 Ml . MmO ul . O

E A N B H A N/ B’

F L G D’ M’

T d

D M K C
T

ul M m m O ul 0 O

A E N H B A N B

Figura 4.6: Proposicao V, VI e VII de Saccheri

Sem perda de generalidade suponha M’'N’

>

MN. Seja E em NA tal que 2NE =

A’B’. Seja F do mesmo lado de D em relagdo da ﬁ, tal que FE L AB e EF = A'D".

Seja L o pé da perpendicular a ?ViN que passa por F. Entdo [ [NEFL é um quadrildtero



57

tri-retdngulo. Sejam G e H os 1nicos pontos tais que EHGF com ﬁ\? mediatriz.
Como NH = NE = N'B’ e HG = EF = A’D’ = B'C’, usando congruéncia de tridngulos
é possivel mostrar que ANHG = AN'B'C’ e ANLG = AN’M’C’, portanto temos
que [ JNHGL = [ [N/B’C’M’. Assim [SJEHGF = [S]A’B'C’D’. Basta mostrar que os

angulos Z/BCD e ZHGF sdo do mesmo tipo.

Como LN = M’N’ > MN, temos dois possibilidades.

Se M/N’ = MN, temos que G € ﬁ Daqui temos o resultado pela conseqiiéncia

do caso angulo reto dos teoremas (4.5) e (4.6).

Agora se M/N’ > MN, entdo G e H estdo de lados opostos em relagio da ﬁ Seja
K o ponto de intersegéo entre MC e GH. Como [ INBCM e[ [NHKM sédo quadrildteros
tri-retdngulos metades de quadrildteros de Saccheri bem definidos, entdo os dngulos
/BCM e ZHKM sdo do mesmo tipo (conseqiiéncia do teoremas 4.5 e 4.6). Mesmo para
[ [NHKM e [ [NHGL, entdo os dngulos ZHKM e ZHGL sdo do mesmo tipo. Assim
/BDC = /BCM e ZHGF = /ZHGL sdo do mesmo tipo.

Portanto, se um quadrildtero de Saccheri os dngulos do topo sdo agudos, retos ou

obtusos, entdo cada quadrildtero terd angulos do topo, agudos, retos ou obtusos. O

Uma proposigdo interesante de ser mencionada aqui, Saccheri ndo a apresenta, é
uma proposigao que estabelece a relagdo entre os dngulos do topo de um quadrildtero
de Saccheri e a soma dos angulos interno de um tridngulo, quando estamos frente a uma

das trés hipéteses. Esta proposicdo é apresentada em [11, Hartshorne, 2000, Cap. 7).

Teorema 4.9
Todo tridngulo pode ser transformado em um quadrildtero de Saccheri de forma
que a soma dos dngulos internos do tridngulo seja a soma dos dngulos do topo do

quadrildtero.
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Prova: Sejam AABC, M ponto médio de AB, N ponto médio de AC, G o pé da
perpendicular de W desde A. Seja P tal que P M « G e MP = MG e seja Q tal que
Q*NxGe QN = GN. Note que AAMG = ABMP, pois AM = BM, ZAMG = /BMP
e MP = MG. Mesmo para AANG = ACNQ. Assim temos [S|QPBC. Temos trés casos
para analisar, quando M x G* N, M« Nx G e G * M x N.

Figura 4.7: Soma dos angulos internos de um tridngulo igual a soma dos dngulos do
topo

Se M x G x N temos que ZBAC = ZMAG + 4ZNAG = ZPBM + ZNBQ), os angulos
do topo /PBC = /PBM + ZMBC = /MAG + ZABC e ZQCB = ZQCN + ZNCB =
/NAG + ZACB, somando

/ZPBC+ ZQCB = ZMAG + ZABC + ZNAG + ZACB = ZBAC + ZABC + ZACB

Se M x N x G temos que
/ZPBC+ £ZQCB = /PBM + ZMBC + ZQCB
= /BAG+ ZMBC + ZQCB
= ZBAN + ZNAG + ZMBC + ZQCB
= /BAC+ ZNCQ + ZQCB + ZMBC
= /BAC+ ZNCB + ZMBC
= /BAC+ ZACB + ZABC

O caso G * M x N é analogo ao caso M x N x G.

Portanto, todo tridngulo pode ser transformado em um quadrildtero de Saccheri,

onde a soma dos angulos internos seja igual a soma dos angulos do topo. O
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Do teorema anterior podemos concluir que:

e Em um plano de Hilbert na presenga da hipétese do angulo agudo, a soma dos

angulos internos de um tridngulo qualquer é menor a dois angulos retos.

e Em um plano de Hilbert na presenca da hipétese do dngulo reto, a soma dos

angulos internos de um tridngulo qualquer é igual a dois dngulos retos.

e Em um plano de Hilbert na presenga da hipétese do angulo obtuso, a soma dos

angulos internos de um tridngulo qualquer é maior a dois angulos retos.

Assim, podemos estabelecer as seguintes situagdes em um plano de Hilbert:

(a) Se existe um tridngulo cuja soma dos angulos internos seja menor que dois retos,
todo tridngulo terd a soma dos dngulos internos menor que dois retos.

(b) As seguintes condigdes sdo eqiiivalentes:

e Existe um tridngulo cuja soma dos angulos internos é dois retos.
e Existe um retangulo.
e Todo tridngulo tem a soma dos angulos internos igual a dois retos.

(c) Se existe um tridngulo cuja soma dos dngulos internos seja maior que dois retos,

todo tridngulo terd a soma dos angulos internos maior que dois retos.

Entdo, dependendo da hipétese considerada, podemos estabelecer trés geometrias difer-

entes:
(I) Um plano de Hilbert munido da hipétese do dngulo agudo é um Plano de Hilbert
semi-Hiperbdlico ou Geometria semi-Hiperbolica.

(II) Um plano de Hilbert munido da hipétese do dngulo reto é um Plano de Hilbert

semi- Buclidiano ou Geometria semi-Euclidiana.

(III) Um plano de Hilbert munido da hipétese do dngulo obtuso é um Plano de Hilbert

semi-Bliptico ou Geometria semi-FEliptica.



Capitulo 5

Corpos nao Arquimedianos

Até agora, temos estabelecido um sistema axiomadatico que chamamos Plano de Hilbert,
no qual enunciamos proposigdes que derivam de cada axioma ou grupo de axiomas.
Também definimos movimentos rigidos, que formalizam o método de superposigdo de
Euclides. Além disso, com o estudo que fez Gerolamo Saccheri, enunciamos as trés
hipéteses que podem acontecer no plano de Hilbert: hipétese do dngulo agudo, hipétese
do angulo reto e hipdtese do adngulo obtuso. Daqui pudemos destacar trés Geome-
trias, dependendo se o Plano de Hilbert estd munido com uma das hipéteses, tendo as-
sim: Geometria semi-Hiperbdlica, Geometria semi-Euclidiana e Geometria semi-Eliptica
(nomes outorgados em [11, Hartshorne, 2000, Cap. 7]), quando se estd em presenga da

hipétese do angulo agudo, reto ou obtuso, respectivamente.

Como nosso objetivo final é estudar Geometrias ndo Arquimedianas, precisamos
de um modelo, onde possamos validar os axiomas desta Geometria. Os corpos nio

arquimedianos, estudados na algebra, serdo utilizados na concepgdo desses modelos.

Para tornar o texto razoavelmente autocontido, definiremos corpo, corpo ordenado
e enunciaremos os axiomas de continuidade de Arquimedes e Dedekind com o fim de
estabelecer uma relagdo entre eles e por outro lado uma relagdo com subcorpos dos

numeros reais.

60
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Pretendemos mostrar, mediante uma construgédo, seguindo a idéia de [18, Moise,
1974], que o conjunto de todas as classes de equivaléncias de fungdes racionais é um corpo
nao arquimediano. Isto serd de utilidade pois queremos mostrar que existem corpos nao
arquimedianos pitdgoricos e corpos ndo arquimedianos euclidianos que derivam do corpo
nao arquimediano que construiremos. A construcao dos corpos pitagdricos e euclidianos

ndo arquimedianos é desenvolvida sinteticamente por [11, Hartshorne, 2000, secdo 18].

5.1 Corpos e propriedade Arquimediana

Nesta segdo definiremos corpo, corpo ordenado e enunciaremos os axiomas de Ar-

quimedes e Dedekind, e estabeleceremos algumas propriedades em relagdo a eles.

Comecgaremos, definindo corpo.

Definicao 5.1
(CorpO) Um corpo é um conjunto F, munido de duas operagdes internas fechadas
+,-, (i.e., para cada a,b € I existem a+ b € F e a-b € F) sujeito as seguintes

condigoes:

1. O conjunto [F, munido da operagdo ‘+’ é um grupo abeliano.
(a) (a+b)+c=a+ (b+c) para todo a,b,c € F,
(b) a+b=D>b+ a para todo a,b € F,

(c) existe 0 € F tal que a + 0 = a para todo a € F,

(d) para cada a € F, existe um elemento —a € FF tal que a + (—a) = 0.
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2. O conjunto F* = \ {0}, munido da operagdo ‘-’ é um grupo abeliano.

(a) (a-b)-c=a-(b-c) para todo a,b,c € F*,
(b) a-b=D>-a para todo a,b € F*,
(c) existe 1 € F* tal que a- 1 = a para todo a € F*,

(d) para cada a € F*, existe um elemento a™* € F* talque a-a™! = 1.

3. As operagoes + e - estdo relacionadas pela distributividade

a-(b+c)=a-b+a-c

Exemplo 5.2

A seguir alguns exemplos de conjuntos que sdo corpos:

(a) O conjunto dos os nimeros reais (R), os nimeros complexos (C), os niimero racio-

nais (Q), munidos de soma e produto.

(b) As classes residuais médulo um nimero primo p (Z,), onde a soma e produto é a

usual em classes residuais.

(c) O subconjunto de R, Q [v2] = {q: + q2v2, com q1, q> € Q}

Agora, definiremos quando um corpo qualquer F é dito ordenado.

Definicao 5.3
(CorPo ORDENADO) Um corpo ordenado é um corpo F do qual se destaca um

subconjunto P, cujos elementos sdo chamados positivos, que satisfazem:

(i) Sea,be P, entdoa+becPea-be?.
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(ii) Para cada a € F, uma e s6 uma das seguintes afirmagdes cumpre-se:

ace?P ou a=0 ou —ae?P

Definido corpo ordenado e conjunto de elementos positivos, é necessdrio mostrar

algumas consequéncias. Precisamos inicialmente definir caracteristica de um corpo.

Definicao 5.4
(CARACTERISTICA DE UM CORPO) Dizemos que um corpo F tem caracteristica p

(char (F) = p), se p é o menor natural tal que para todo x € F,

px=x+x+...+x=0
p Vezes

Se tal p ndo existe, a caracteristica de F é 0.

Teorema 5.5

Seja [Fp» um corpo ordenado, onde [F é um corpo e P é um subconjunto de elementos
positivos de [F, entao:

(a) 1 € P, ou seja 1 é um elemento positivo.

(b) F tem caracteristica 0.

(c) Paracada a #0€ T, a® € P.

(d) O menor subcorpo de F que contém o elemento 1 é isomorfo aos niimeros racionais

Q.

Prova: Para (a) suponhamos que 1 ¢ P. Como 1 # 0, (—1) € P. Mas (—1) - (—1) =

1 € P, o que é absurdo.

Para (b) temos de (a) que 1 € P, logo 1 +---+ 1 € P, agora se somamos tantas
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vezes como se quer, a soma pertence a P. Entdo o somatério nunca serd 0, sé se a

caracteristica de [F € 0.

Para (c) temos que se a # 0, entdo a € P ou —a € P, para a € P é evidente, para

—a € P temos (—a) - (—a) € P, logo a? € P.

Para (d), primeiro estenderemos uma fungdo de tal modo que ela seja uma bijegéo,
e mostraremos que o conjunto imagem da funcao estendida é isomorfo a Q e que é o

menor subcorpo.

Consid ' N F =14 ---+1 1 eF, ¢ b), ela é
onsidere ¢ — F, o(n) +--+4+1com 1 € F, temos que por (b), ela é

L. . n vezes
injetiva.

Estendemos a fungdo ¢ a funcdo ¢ : Z — F, definida:

;

1+ +1, sez>0
| ——

z vezes

d(z) =< 0, sez=0

(1) +---+(—1), sez<0
\ —Z ;;ZQS

Agora estendemos ¢ a fungdo p: Q — T, p(r) =p (%) = ¢(a)(p(b)) ! com a € Z
e b € N, note que esta fungdo é bem definida, é um homomorfismo e é injetiva, pelo

que p é uma bijegdo, assim temos que Q = p(Q).

Seja K um subcorpo qualquer de F que contém o 1. Temos que @(N) = ¢p(N) C K
(como 1 € K, temos que 1 +...+1 € K), (0) =0 Ke —¢p(n) = ¢(—n) € K com
n €N, logo $(Z) C K.

Agora seja T = + € Q, temos que ¢(a), b(b) € K, $(b) # 0, logo d(a)(¢(b)) " =

p(r) € K. Assim p(Q) C K. Portanto p(Q) é o menor corpo contido em F. O

Mostraremos, a seguir, exemplos de corpos ordenados e ndo ordenados:
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Exemplo 5.6

Corpos ordenados e corpos nao ordenados:

1. O conjunto de niimeros racionais Q forma um corpo ordenado, onde o subconjunto

P sdo os nlimeros positivos usuais do corpo Q.

N

. O corpo dos niimeros reais R é um corpo ordenado, com nimeros positivos usuais.

w

. O corpo dos nimeros complexos C ndo é um corpo ordenado, pois i? = —1 < 0.

o~

. O corpo Z3 ndo é um corpo ordenado, pois é finito e, portanto, ndo contém uma

cépia de 1Q .

ot

. O corpo Q [\/5] = {% + g\/i, com p,q,m,sE€Zeq,s# 0} é um corpo ordenado,
onde o subconjunto P = {a | a € R* NQ[v2]}.

Desejamos estabelecer uma relagdo de ordem entre os elementos do corpo ordenado

e mostrar como ela se comporta com as operagdes do corpo.

Teorema 5.7
Em um corpo ordenado Fy definimos a >bsea—b e P, a<bseb—ae?P. Esta

nocao de desigualdade satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Sea>beceF,entdoa+c>b+c.

(ii) Sea>beb >c, entdo a > c.

(iii) Sea>bec>0,entdoa-c>b-c.

(iv) Dados a,b € F, uma e s6 uma das seguintes afirmativas cumpre-se:

a>b ou a=b ou a<b
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Prova: Vamos provar a primeira delas, pois as outras provas sdo andlogas.

Temos que se a >b,entdoa—b >0 = a+c—b—c>0 = a+c>b+c. O

Em Os Elementos de Euclides aparece inocuamente uma definicdo que hoje con-
hecemos como “axioma de Arquimedes” ou “axioma de Eudoxo”. Ela aparece na

definicdo 4 do livro V [7, Euclid, 1994, p.38]:

“Diz-se que duas grandezas tém a mesma razdo quando pode-se multi-
plicar uma delas de modo que supere a outra.”

O assumido por Euclides foi considerado por Arquimedes como um postulado, dai o
nome que chegou a literatura matematica. Arquimedes o enuncia na sua obra sobre a

esfera e o cilindro, no postulado 5 do livro I [1, Archimedes, 1953, p.4]:

“Dadas duas linhas, duas superficies ou dois solidos desiguais, a matior
dessas figuras excede a menor em uma grandeza tal que, adicionada a
ela mesma, é capaz de ultrapassar qualquer grandeza proposta das que
dizemos que guardam razao.”

A seguir, enunciaremos o axioma de Arquimedes e o axioma de Dedekind para cor-
pos, e mostraremos que um corpo ordenado [F munido do axioma de Dedekind também

estd munido do axioma de Arquimedes.

(A’) (Arquimedes para corpo) Para cada a > 0 € T, existe um inteiro n € F tal que

n>da.

(D’) (Dedekind para corpo) Suponha que pode-se escrever o corpo F como unido
disjunta de conjuntos ndo vazios F = SUT, e assumimos que para cada a € S e para

cada b € T temos a < b. Entdo existe um tnico elemento ¢ € F tal que para cada

acSecadabeTtemosa<c«hb.
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Teorema 5.8
Seja F um corpo ordenado que satisfaz Dedekind, entdo o axioma de Arquimedes é

satisfeito em [F.

Prova: Suponhamos que I ndo satisfaz (A’). Consideremos ¢(Z) definida na prova do

item em (d) do teorema (5.5) esejam S ={x € F |In € ¢(Z), com a <n}e T =TF\S.

Como F n&o satisfaz (A’) entdo existe p € F tal que n < B ¥V n € ¢(Z). Temos que
T={BeF|Vned(Z)p >n} Como F satisfaz (D’) e TN'S = &, entdo existe p € F

tal que o < p < B.

Se p € S, temos que existe m € $(Z) tal que p < m, logo m € T, o que é absurdo,

pois T ndo possui nenhum elemento de ¢(Z). Portanto p ¢ S.

Sep €T, temos que p—1 € S, pelo que existe m € $(Z) talquep—1<m = p<
m+1,logom+1e€Tem+1e€ $(Z), o que é absurdo, pois T ndo possui nenhum

elemento de ¢(7Z). Portanto p ¢ T.
Assim F estd munido do axioma (A’). O

O seguinte teorema nos diz que um corpo ordenado I que satisfaz o axioma arquime-
diano é isomorfo a um subcorpo de nimeros reais. Assim, é possivel provar proposigdes
em um corpo que serdo validas no outro. A segunda parte do teorema diz que o corpo
ao satisfazer Dedekind é completo, além de satisfazer Arquimedes. Algo importante
que nos diz este teorema é que estudar corpos arquimedianos ordenados é equivalentes

a estudar subcorpos ordenados de R.

Teorema 5.9
Seja [F um corpo ordenado satisfazendo (A’). Entdo IF é isomorfo, com sua ordenagéo,
a um subcorpo dos niimeros reais R. Além disso, F satisfaz (D’) se, e somente se o

subcorpo é igual a R.
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Prova:[Idéia] Temos que IF é um corpo ordenado, logo existe o menor subcorpo F, que
é isomorfo a Q. A ideia é estender a fungdo @q : Fp — Q C R para um isomorfismo @ :
F — R, esta extensdo é feita obtendo uma seqiiéncia com o auxilio repetido do axioma
de Arquimedes, onde ela é convergente a um nimero real que é chamado de ¢(«). Logo,
define-se a fungdo ¢ : F — R, onde ela é um homomorfismo, que necessariamente é um

isomorfismo de F com a sua imagem. Note que a fungdo respeita ordem.

Agora, a condicdo (D’) sobre I é equivalente a (D’) sobre @(F). Cadar € R é
caracterizado pelos conjuntos £; = {a € Rla < 1} e £, ={a € R|a > r}, assim o axioma

de Dedekind é valido em @ (IF) se, e somente se @(F) = R. O

5.2 Construcao de um Corpo nao Arquimediano

A idéia nesta segdo é mostrar que o conjunto de todos os polinémios, com coeficientes
em um corpo ordenado, é um anel ordenado comutativo ndo arquimediano. Em seguida,
mostraremos que o conjunto de todas as classes de equivaléncias das fungdes racionais,

(f-g!) com f, g polindémios, é um corpo ordenado ndo arquimediano.

A continuagdo definiremos o conjunto de todos os polindmios.

Definicao 5.10

P é o conjunto de todos os polinémios, com coeficientes em um corpo ordenado %,
da forma

P(x) = anx™ + an_ 1 x™ 1+ ...+ arx + ag compePn>0, a, #0, ; €F
Um polinémio constante é da forma p(x) = a,, Vx € ¥ constante.

Chamaremos de Coeficiente lider ao coeficiente que acompanha a poténcia de maior

grau de x: a,.

Exemplo 5.11
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Seja p € P, p(x) = 2x? +x + 3, com coeficientes em R, aqui temos que 2 é o coeficiente

lider.

Definicao 5.12
(PoriNOMIO POSITIVO) E um polinémio p € P para o qual existe um elemento k € ¢

tal que p(x) > 0 para todo x > k. Se existe dito k, escreveremos que p > 0.

Exemplo 5.13
Seja p € P com coeficientes no corpo dos nimeros reais definido como p(x) = x?+x—2;

neste polinémio temos que p(x) >0V x > 1. Logo, p > 0.

Seja p € P com coeficientes no corpo dos niimeros reais definido como p(x) =

x* +x? + 1; neste polinémio temos que p(x) é sempre positivo. Portanto, p > 0.

O teorema a seguir mostra a relagdo entre um polinémio positivo e seu coeficiente

lider.

Teorema 5.14

Um polinémio é positivo se, e somente se, o seu coeficiente lider é positivo.

Prova: Se p é um polindmio constante: p(x) =a Vx € ¢

P>0 & px)=a>0¥x€¥% < a>0

Se p ndo é um polinémio constante, entdo

p(x) = anx™ + an_1x™ T+ ..+ arx + ag

Suponhamos que um polinémio é positivo,

p >0 = Jk, € ¢ tal que, se x > k,, entdo p(x) > 0.
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Seja x > k = max{Kk,, 1 +|an| ' (lan_1|+...+lai/+]aol)}, onde |a| = max{a, —a}. Assim

p(x) > 0, entdo
p(x) = anx™ [1+ o anx .o ata(x )M e tag(x )] >0
Como x > 0, entdo basta mostrar que
[1+aanx 4. +aax )" +ata(x )] >0
Suponhamos que
[1 +atanax P Fata (k) a;lao(x_l)“} <0
Usando a propriedade b > —|b|, em cada termo, temos o seguinte:

0 > 1+a an 1x ' +...+ata(x D™ +atag(x "

> 1—lagtan- o= —latan ()T = et ag (k)™

> 1—lan] Han_ix == lan| Hal(x )™ = lan| Haol(x )™
Entédo

lan|Han—1x ™+ lanTHadl (x4 lanTHaol (x 7™ > 1

-3

Pela definicdo de x sabemos que x > 1, entdo x ! > x2 > x"3 > ... Assim:

1 1

N

lan] Man 1 4 e T Hadd(x D™ 4 Jan ] Hael(x ™

< anlMan ™+ Flanl T Hagx T F lan] T aglx T

< lanl ™ Mlan 1l + ..+ lasl + laol)

Logo, x < |an| Y (lan—_1] + ...+ |ai| + |agl), contradizendo o fato de x > k.

Portanto, [1 4+ a tan x4 ...+ ajta(x )™+ atag(x )] > 0, pelo que o
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coeficiente lider a,, do polinémio p é positivo.
Reciprocamente, suponhamos positivo o coeficiente lider do polinémio:

Seja k = max{1,|an| (lan_1| + ...+ lai] + |ag|)} e considere x > k. Como x > 1

—3

entdo temos que x ! >x"2>x"3 > ... Assim:

x > k

x > lanl M(lan 1l + ...+ lasl + laol)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por x *

1 > lan "% Mlan 1l +...+lai| +lagl)
= lan/ Man X+ lan] Halx T+ lan] Hagx T

> Jan) Han ax Tt lan T Ha (D™ 4 Jan] Hael(x ™

Temos

1> Jan|Man 1 o lanTHad ()T lanTHaol (x ™

Usando a propriedade b > —|b|, em cada termo, temos o seguinte:

0 < 1—(lan/Man—itk ™+ o4 lanMad(x ™)™ + |an]Haol (x ™)

= 1—lan/Tan o™ = = lanTHadd ()T = fan T Haol(x ™

= 1—laytan ox = —lafar(x D)™ — oy fag(x )™

N

l+atan ix P+ o+ ata(x )"+ ata(x )T

Como a, >0, x"™ >0e (1 +a;'an 1x +...+ata;(x "+ atap(x1)™) > 0,

temos que p(x) > 0, V x > k. Portanto, o polinédmio p é positivo. O

Do teorema anterior, temos que os polindmios positivos sdo faceis de identificar,

bastando examinar para o seu coeficiente lider.

A seguir definiremos, de forma andloga, polindmio negativo:
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Definicao 5.15
(PoLinéMIO NEGATIVO) E um polinémio p € P para o qual existe um elemento

k € ¢ onde p(x) < 0 para cada x > k.

Em seguida mostraremos que o conjunto P contém um subconjunto de elementos

positivos que satisfazem as duas condigdes enunciadas na definigio (5.3).

Teorema 5.16
O conjunto P possui um subconjunto, P, de elementos positivos que satisfazem as

seguintes condigdes:
(i) Sep,qeP,entdiop+qecPep-qe?.

(ii) Para cada p € P, uma e somente uma das seguintes afirmacdes cumpre-se:

peP;p=0; —pebP

Prova: Sejam p, q € P, onde o coeficiente lider de p é a,, e de q é b,,. Como p, g sdo
polinémios positivos, temos que a,,, b,y sdo positivos, assim temos que o coeficiente lider
do polindmio p + q é também positivo, pois o coeficiente lider estd entre as seguintes
posibilidades: a,, quando n > m; b,, quando m > n; ou a, + by, isto é possivel pois
¢ é ordenado, quando n = m. Agora, o coeficiente lider do polinémio p-q é a,b,, que

é positivo. Portanto a condigdo (i) estd provada.

Seja p € P, com coeficiente lider a,,: se a,, > 0 temos que p € P; se a,, < 0 temos
que o polinémio —p possui coeficiente lider —a,, > 0, pelo que —p € P; se a,, = 0 temos

que p = 0. Portanto a condigdo (ii) estd provada. O

O conjunto P satisfaz as propriedades de anel, pois contém o zero, chamado polind-

mio nulo, p = 0. Contém ao polinémio unidade, que é chamado polinémio constante q =
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1. Além disso, temos que adigdo e produto sdo associativos, comutativos e satisfazem

distributividade.

A seguir estabeleceremos uma relagdo de ordem sobre P, para obter um anel comu-

tativo ordenado e mostrar que o anel é ndo arquimediano.

Definicao 5.17
(RELAGAO DE ORDEM EM P) Sejam p, q € P. Dizemos que p > q quando p—q > 0.

Assim p > q se p(x) > q(x) para cada x € ¢ maior que um certo k € .

Se existe uma relagdo de ordem no conjunto dos polinémios, entdo existem condicbes
que os elementos do conjunto P satisfazem, como tricotomia, transitividade, entre ou-

tras. O seguinte teorema nos mostra estas condigoes.

Teorema 5.18

Para cada p, q, s € P podem-se verificar as seguintes condigses:
(i) p>qoup=gqouq>p
(ii) Sep > g, entdop+s >q+s

(iii) Sep>qeq>s,entdop >s

Prova: Imediatamente da definigdo (5.17) e do teorema (5.16). O

Note que P ndo satisfaz que: para cada p € P com p # 0 existe seu inverso multi-
plicativo, portanto o conjunto P ndo é corpo. Entdo, até aqui temos que o conjunto P é

um anel comutativo ordenado. Agora basta somente mostrar que IP é ndo arquimediano.

Teorema 5.19

O anel comutativo ordenado P ndo satisfaz o axioma de Arquimedes.

Prova: Consideremos os seguintes polinémios:
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P, px)=1 ¥xe¥
e ¢, qx)=x Yxe¥

para um inteiro n temos n < x quando x > n. Portanto, por mais vezes que somemos
o polindmio p nunca podemos ultrapassar ao polinémio ¢, assim n - p < ¢ para cada
n. Logo, o axioma de Arquimedes ndo é satisfeito. Poderiamos dizer que q(x) = x é

“infinitamente grande” comparado com p(x) = 1. Pelo que, P é ndo arquimediano. O

Tendo que P é um anel comutativo ordenado ndo arquimediano, queremos construir
a partir de P um corpo ordenado ndo arquimediano. Para isto usaremos o quociente
de polindmios, que chamaremos de fungdes racionais. Pois assim obteremos que, para
cada elemento @(x) = p(x) (q(x))_l, com q(x) # 0, deste novo conjunto, exista inverso

multiplicativo.

Definicao 5.20
(FUNGOES RACIONAIS) Sdo fungbes da forma ¢ = (p, q) com p, q € Ptalque,Vx € €,

temos:

onde q(x) # 0.

Definiremos, de manera andloga a como foram definidos polinémios positivos e ne-

gativos no anel P, funcdes racionais positivas e fungdes racionais negativas.

Definicao 5.21
(FuNgAo PosiTiva) E uma fungido ¢ para a qual existe um elemento k € ¥ onde

@(x) > 0 para cada x > k.

Definicao 5.22
(FuNGAO NEGATIVA) E uma funcio ¢ para a qual existe um elemento k € ¢ onde

@(x) < 0 para cada x > k.
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Exemplo 5.23

Considere as seguintes fungoes:

—1

(1) e(t) =p(t)-(q(t)) =t- (1)~ =t, temos que a funcio é positiva, pois a partir

de t = 0 ela é maior que zero.

/

(2) p(t) =p(t)- (q(t))f1 =(—t+2) - (1)"! = -t + 2, temos que a fungio é negativa,

pois a partir de t = 2 ela é menor que zero.

\]

4+t +1
t24+t+2
funcgdo é positiva, pois a partir de t = —2 ela é maior que zero.

(3) ot) =p(t) - (q(t) ' = (B+t2+1)- (2 +t+2) ! = , temos que a
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Os teoremas que a seguir se enunciardo tém como objetivo provar que o conjunto
das fungdes racionais contém um subconjunto de elementos positivos que satisfazem as

duas condigbes as do teorema (5.16).

Teorema 5.24

Toda fungdo racional (diferente da fungéo 0) é positiva ou negativa.

p(x)

Prova: Seja @(x) = —— onde p e q ndo sdo polinémios nulos. Podemos tomar p, q de

q(x)

tal forma que q > 0 (caso contrdrio multiplicar por (—1) cada uma das partes de ).

Logo temos que existe kq tal que q(x) > 0 para cada x > kq.

Suponha, agora, que p > 0, entdo existe k, tal que p(x) > 0 para cada x > k,,. Seja

k = max{k,, kq}. Temos que se x > k, entdo x >k, e x > kq. Logo p(x) >0e q(x) >0

p(x)

para cada x > k. Assim @(x) = —— > 0 para cada x > k. Analogamente, se p <0 e

q(x)

q > 0, temos que @(x) < 0. O

A seguir enunciaremos um teorema que relaciona fungdes racionais com a ordem

estabelecida anteriormente.

Teorema 5.25

Sejam @, p fungbes racionais, tais que @ >0e p > 0. Entdo o +p>0e @ -p > 0.

Prova: Dado que ¢ > 0, existe k, tal que @(x) > 0 para cada x >k, e p > 0, existe

k, tal que p(x) > 0 para cada x > k,.

Tomemos k = max{ky, k,}. Para cada x > k, temos:

o(x) +p(x) >0

@(x)-p(x) >0

portanto @ +p>0e @ -p > 0. O
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Notemos que poderiamos pensar que o conjunto de todas as fungdes racionais é
um bom candidato para ser o corpo nao arquimediano que estamos procurando, pois
ele possui elemento neutro aditivo, elemento neutro multiplicativo, um tnico inverso
aditivo, é comutativo, distributivo, associativo, além de possuir inverso multiplicativo.

Porém, o inverso multiplicativo ndo é tnico, pois considere o seguinte exemplo:

Cx-1(x-4)
*) = ke
(x) = (x +2)(x —4)
T - Dx—9) °
¢(x)=x+2

x—1

Portanto este conjunto de fungdes racionais ndo é um corpo. Assim, para evitar
o problema da pluralidade de inversos multiplicativos, introduziremos o conceito de

fungdes racionais equivalentes que a seguir serdo definidas.

Definicao 5.26
(FUNGOES EQUIVALENTES) Sejam f, g duas fungdes quaisquer. Dizemos que elas sdo

equivalentes, f ~ g, se f(a) = g(a) com excegdo de um niimero finito de pontos.

Caso especifico de fungdes racionais:
Sejam ¢ = (p,q) e p = (r,s) duas fungbes racionais. Dizemos que elas sdo equiva-
lentes, ¢ =~ p, se

e(x)=p(x) | q(x)#0es(x)#0.

Exemplo 5.27
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Sejam
(x +2)(x—2)
o= =2
e
(x+2)(x —3)
P = T 3)

@ nao é definida para x =1 e x = 2, p ndo é definida para x =1 e x = 3. Mas, onde ¢

e p sdo definidas, elas tém o mesmo valor.

O teorema a seguir mostra como se comporta a soma e produto de fungdes racionais

equivalentes.

Teorema 5.28
Sejam @;, @2, p1, P2 fungdes racionais, tais que @; ~ p; € P, = py. Entdo temos
©1+ Q2= P1+ P28 Q1 Q2= P1 - P2

Se @; =~ @, e @; é positiva, entdo ¢, é positiva.

Prova: Temos:

o1~ p1 = I A:={ayay...,an} tal que @i(x) = p1(x), x € €\ A

@2 = pz = 3 B:=1{by,by,..., by} tal que @z(x) = p2(x), Vx € €\ B

Seja x € € \ (AU B), entdo temos

®1(x) = p1(x) € P2(x) = pa2(x)

logo

©1(x) + @2(x) = p1(x) + @2(x) = p1(x) + p2(x)

©1(x) - @2(x) = p1(x) - @2(x) = p1(x) - p2(x)

como A U B é finito, pois A e B sdo finitos, temos que @;+ @5 ~ p1+p2€ Q1-QPy X P1-Po.
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Para a segunda parte do teorema temos que:

1~ @y = JA:={as,ay,...,a,} tal que @1(x) = @3(x), Vx € €\ A
Por outro lado temos:

@1 > 0= 3k, tal que para cada x > k,, @1(x) > 0.

Considere k = max{k,,, ai, ..., an}. Entdo para cada x > k, temos que ¢1(x) = @2(x)

e @1(x) > 0, logo @,(x) > 0. Pelo que ¢, > 0. O

Definicao 5.29

O conjunto de todas as fungdes equivalentes a ¢ é denotado por @, assim

@ ={plp =~ ¢}

Gostariamos de saber quando uma classe de equivaléncia é positiva e como se rela-
cionam as classes quando as somamos ou fazemos o produto entre elas. O seguinte

teorema responde nossa inquietude e sua prova deriva imediatamente do teorema (5.28).

Teorema 5.30

Sejam @, p, entao:

e p>0se >0

*Ptp=9+p

P=¢-p

8|

Ao conjunto de todas as classes de equivaléncia ¢ denotaremos por [F. Este conjunto
satisfaz associatividade, comutatividade, distributividade, pois elas sdo vdalidas no corpo
% . Por exemplo:

(pp)o = @(po)
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ja que para todo x € ¥, menos em um numero finito de elementos no corpo, temos

portanto

(pp)o =~ @(po)

assim

(pp)o = @(po)

pela defini¢do de multiplicagdo para @, p, ©.

Os outros postulados verificam-se similarmente.

O conjunto IF contém 0 0 e 0 1, nomeados 0 e I. Além disso, —p = —@ e (@) ' = @ !

E claro que F é fechado para adicdo e multiplicagdo, pois soma e produto de fungdes

racionais também sdo fungdes racionais.

Até aqui temos que F é corpo, entdo agora a idéia é mostrar que F é um corpo
ordenado ndo arquimediano. Para isso estabeleceremos, primeiro, uma relagdo de ordem
onde explicitaremos duas propriedades relevantes. Para mostrar que F é ndo arquime-
diano fazemos de maneira andloga a como foi mostrado que o anel de todos os polinémios

com coeficientes em % é ndo arquimediano.

Definicao 5.31

(RELAGAO DE ORDEM EM F) Sejam @, p € F, dizemos que ® > p quando @ —p > 0.

O corpo F, para esta relagdo de ordem, possui um subconjunto de elementos posi-
tivos que satisfaz as duas condigdes. Isto ficard explicitado no teorema seguinte, cuja

demonstragdo é imediata ao usar os teoremas (5.25) e (5.30).
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Teorema 5.32
Sep>0ep>0,entdopp+p>0e@-p>0.

Cada ¢ € F satisfaz exatamente uma das seguintes condigdes:

>0, =0, —p >0

Com tudo o que foi feito, estamos em condigdes de dizer que IF é um corpo ordenado

nao arquimediano.

5.3 Corpo Pitagorico nao Arquimediano

A idéia nesta secdo é construir um corpo ndo arquimediano que seja extensdo de F
e satisfaca a propriedade pitagérica. Para isto, definiremos um conjunto que é unido
da funcgdo nula com todas as classes de equivaléncias de fungbes continuas com um
numero finito de raizes. Mostraremos que este conjunto ndo é um corpo, contudo ele
possui uma ordenagao natural. Além disso, mostraremos que este conjunto possui um
subconjunto de fungdes que sdo obtidas a partir do corpo F com um ntmero finito de
operagdes (+, — 5y 5, = V142 ) Provaremos que este subconjunto é o corpo

nao arquimediano pitagérico procurado.

Definicao 5.33

(CorpPO PI1TAGORICO) Diremos que um corpo 7 é pitagérico quando

Paracada a € 77, V1+a? €

O menor corpo pitdgorico ordenado é um corpo enumerdvel chamado Corpo de

Hilbert.
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Definicao 5.34

Seja o conjunto .# definido por:

Z :{h | h fungfo continua com um numero finito de raizes} U {f | f(x) =0V x}

Exemplo 5.35
x3+1

Considere as seguintes fungbes continuas f : R\{0} — R, f(x) = , gh: R —
X
3 2
1 . A . . )
R, g(x) = X;FL, h(x) = sin(x) + 2, elas tém um nimero finito de raizes.
X4 +x+2

NoTA: Para simplicar a notagdo daqui em diante somente serd utilizado o representante

da classe de equivaléncia. Assim, dizer ¢ serd entendido como .

Teorema 5.36
% possui um subconjunto, P, de elementos positivos, ou seja .# é um conjunto

com uma ordem natural. Mas .# nédo é corpo.

Prova: Primeiro mostraremos que .# ndo é corpo, para isto basta considerar f,g € .#
tais que f(x) = sin(x) + 3 e g(x) = 2, temos que f,g € .#, contudo f — g ¢ .%# pois

sin(x) 4+ 1 possui um nimero infinito de raizes. Pelo que .# néo é corpo.

Agora, para mostrar que .%# possui uma ordem natural, consideremos o conjunto

Pr={pe F|@>0sedaye % talque Vb >ay ¢(b) >0}

Como cada ¢ # 0 € .% é continua e possui um nimero finito de raizes, entdo existe
a € ¢ onde @(a) = 0 e a é maior que todas as raizes de ¢. Entdo para cada b > a
temos que @(b) > 0 ou @(b) < 0. Portanto o conjunto P satisfaz as condigbes da

defini¢do (5.3). Assim, o conjunto .%# possui uma ordem natural. O

A seguir definiremos um conjunto que estd contido em .# e é extensdo de F. A idéia
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€ mostrar que ele é o corpo ndo arquimediano pitagérico que estamos procurando. Para
isto mostraremos que qualquer extensdo de um subcorpo deste conjunto é um corpo e

continua contido nele.

Definicao 5.37

Seja o conjunto Q) definido como segue:
Q: {(p € .# | @ é obtido a partir de F

com um numero finito de operagdes: +,—, -, =, c— V1 + c2}

Exemplo 5.38

Sejam, «, 3, ¢ € ¥ tais que

x(x)=x*-(x*4+1)t = , P(x)=2x+3x—1ec(x) =x,

x2+1
entdo temos que

2

a(x) + B(x)y/1+c(x)? = +(2x3 +3x —1) - V1 +x2.

x2+1

Como o+ f3v/1 + c2? é uma fungdo continua com um nimero finito de raizes e é extenséo

de IF, entdo ela pertence a Q.

E importante destacar que F ¢ Q C .Z, pois Q é um subconjunto de .# que é
uma extensdo obtida a partir de F mediante um ntimero finito das seguintes operagdes
{+, —, -, +,¢— V1+c?}, onde c é um fungo que foi também obtida por um niimero

finito destas operagdes.

O lema a seguir nos ajudard a mostrar que o conjunto () é um corpo. Neste lema
mostraremos que uma extensdo de um corpo contido em (), continua contido nele.

Fixamos um elemento w do corpo tal que a raiz /1 + w? ndo esteja contida no corpo;
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Figura 5.1: Diagramagdo da inclusdo de um conjunto em outro

estendemos o corpo com essa raiz. Assim, o conjunto resultante é um outro corpo que

ainda estd em Q.

Lema 5.39
Considere () como o conjunto definido em 5.37, e K um corpo tal que K C Q. Seja

w € K tal que v1+ w? ¢ K. Entdo o conjunto
Ko =K |[vi+o?| = {a+pvIi+a?|apeK]

é um corpo e K, C Q.

Prova: Temos que mostrar duas coisas, a primeira é que K, é um corpo, e a segunda

é que esteja contido em Q.
(a) Para todo «, B € Ky, entdo o+ B; o« — B, - B; «-p ' eK,

Sejam x = a+bvV1+w? B =c+dv1+ w?

e ax+tp = (axc)+(btd)v1+ w?

—— Y=

e K e K
e a-fp = (ac+bd(l+w?)+(ad+bc)vi+w?
€K e K
o apt = ((ac—bd(1+w?)): (¥ (1+w?) )
e K

+ ((bc —ad)- (*—d*(1+ wz))_l) V1+ w?

e K
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Pelo que o+ B; o —PB; - B; o- B! € K.

(b) Para todo « € K,,, entdo € Q

Seja &« = a + by/1+ w?, temos que a,b,w € K C Q, que foram obtidos por um

nimero finito de operagdes +, —, -, —, c — /1 + ¢?, assim « é obtido, também, por
um numero finito de operagdes +,—, -, +,¢c +— 1+ c?

(a,b,wngQ = wr—>\/1+w2Hb-\/1+w2r—>a+b-\/1+w2EQ)

Pelo que o € Q.

Por (a) e (b) temos que K, é corpo e estd contido em Q. O

Vale a pena ressaltar que K C K, C Q.

Figura 5.2: KC K, C Q

Até agora temos que o conjunto () é pitagérico, por como foi definido, e é ndo
arquimediano, pois deriva do corpo [, que construimos na segdo anterior de tal forma

que fora ndo arquimediano. Basta mostrar que ele é um corpo.

J4 mostramos que é possivel estender cada corpo que esteja contido em () que
continuaremos dentro dele. Podemos pensar que se partindo de F e cada vez que

encontremo-nos com uma raiz quadrada da forma /1 4+ w?, podemos estender o corpo
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tantas vezes quantas forem necessdrias até que dois elementos escolhidos arbitrariamente
de Q estejam contidos em um corpo contido em (). A prova do teorema a seguir

especifica isto.

Teorema 5.40

O conjunto Q é corpo pitdgorico ndo arquimediano.

Prova: Ja temos que Q é pitagérico e ndo arquimediano, por como foi definido. Assim,

basta mostrar que para todo «, 3 € QO temos que x + 3, x- B, x+ 3 € Q.

Como « € Q, ele é obtido com um niumero finito de operagdes +, —, -+, c — /1 + c2.
Comegamos com o corpo F estendendo-o, onde serd aplicado o lema (5.39) cada vez que
aparecer uma raiz quadrada em «, vamos obter um corpo K, C Q, tal que o; € Ky, ,
evVitoa?¢ K, ,i=1,...,k onde F =K, Logo obteremos um corpo K,, C Q tal

que x € Kg, .

Se B ¢ K4, entdo estendemos o corpo K,, como feito no lema (5.39) cada vez que
aparecer uma raiz quadrada, assim, obtem-se um corpo Kg,  tais que o e 3 estejam

contidos. Portanto, a =3, - B, x+p € Kg,, C QO O

O teorema acima provado, mostra que qualquer elemento de Q) pertence a um corpo
que estd contido no conjunto (), assim se consideramos dois elementos de (), pode-se
estender o corpo das classes de equivaléncias de fungdes racionais F até um corpo que
contenha os dois elementos. Usando o lema (5.39) repetidas vezes é possivel fazer esta

extensao.

5.4 Corpo Euclidiano nao Arquimediano

A idéia nesta segdo é construir um corpo ndo arquimediano que seja extensdo de [F e

satisfaga a propriedade euclidiana. Para isto, definiremos um conjunto que é unido da
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Kgm

Figura 5.3: Extensdo de corpos para mostrar que Q) é corpo

funcdo nula com todas as classes de equivaléncias de fungbes continuas que a partir
de algum momento ndo se anulem. Mostraremos que este conjunto ndo é um corpo,
contudo ele possui uma ordenagdo natural. Além disso, mostraremos que este conjunto
possui um subconjunto de fungdes que sdo obtidas a partir do corpo F com um ntimero
finito de operagdes (+, — 5 = c>0—4/c ) Provaremos que este subconjunto é o

corpo nao arquimediano euclidiano procurado.

Definicao 5.41

(Corpo EucLIDIANO) Diremos que um corpo ¢ é euclidiano quando

Para cada a >0 € _#, existe ae ¢

Em seguida definiremos o conjunto que consiste na unido da fungao nula com todas
as classes de equivaléncia de fungbes continuas que a partir de um elemento de ¥ nunca

se anulam.
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Definicao 5.42

Seja o conjunto ¢ como segue:
¢ = {h | h fung8o continua e, h(x) #0 Vx >y, onde y € ¥ fixo}

U {T“If(x)zOVx}

Exemplo 5.43

X2 +x2+1
Considere as funcdes continuas f, g, h, f(x) =x*—2x3+2x, g(x) = ——F—,
¢ g (x) 9(x) = 3 <12

x3+1

h(x) =

, com x > 0.

O seguinte teorema nos fornece que o conjunto ¢ ndo é corpo, mas ele possui uma

ordenacgao natural, quer dizer possui um subconjunto de elementos positivos.

Teorema 5.44
¢ possui um subconjunto, Py, de elementos positivos, ou seja ¢4 é um conjunto com

uma ordem natural. Mas ¢ ndo é corpo.

Prova: Primeiro mostraremos que ¢ ndo é corpo, para isto basta considerar f,g € ¢
tais que f, g : (3, +00) — R definidas f(x) =2x —3, g(x) =x+1, temos que f —g ¢ ¢

pois f — g anula-se para x = 4. Pelo que ¢ ndo é corpo.

Agora, para mostrar que ¢ possui uma ordem natural, seja ¢ € ¥, pela definigdo
do conjunto ¢ temos que para todo x >y, @(x) # 0, pelo que @(x) > 0 ou @(x) < 0.

Assim, consideremos o conjunto

Py={oe¥| ox)>0Vx>y}

Temos que para cada @1, @2 € Py, @1+ @2, @1 @2 € Py. Portanto o conjunto ¢

possui uma ordem natural. O
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A seguir definiremos um conjunto que estd contido em ¥ e é extensdo de IF, a idéia é
mostrar que ele é o corpo nao arquimediano euclidiano que estamos procurando. Para
isto mostraremos que qualquer extensdo de um subcorpo deste conjunto é um corpo e

continua contido nele.

Definicao 5.45

Seja A o conjunto definido como segue:
A {(p €9 | ¢ éobtido a partir de F

com um nimero finito de operagdes: +,—,-, +,c > 0+— Vc }

Exemplo 5.46

Considere «, 3,c € 4 com U = {x | x > 0}, tais que

a(x) =101, B(x) =—(x*+1)- (x*) tecx)=(x*+x*+1)- (x*+x+2)71,

entdo temos que v/ + B+/c € A, pois:

Vox) + B(x)velx) = V101 + (—(x* +1) - (*) 1) - /(X + 2+ 1) - (X +x +2) L.

E importante destacar que F € A C ¢, pois A é um subconjunto de ¢ que é
uma extensdo obtida a partir de I mediante um nimero finito das seguintes operagdes
{+, -y >0 \/E}, onde ¢ é um funcdo que foi também obtida por um nimero

finito destas operagdes.

O lema a seguir nos ajudard a mostrar que o conjunto A é um corpo, pois neste
lema mostraremos que uma extensdo determinada de um corpo contido em A, continua
contido nele. Quando falamos de determinada, queremos dizer o seguinte: fixamos um

elemento p > 0 do corpo tal que a raiz ,/p ndo esteja contida no corpo; estendemos o
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Figura 5.4: Diagramagdo da inclusdo de um conjunto em outro

corpo com essa raiz. Assim, o conjunto resultante é um outro corpo que ainda estd em

A.

Lema 5.47
Considere A o conjunto definido em 5.45, e G um corpo tal que G C A. Seja

p >0 € G tal que \/p ¢ G. Entdo o conjunto

G, =GL/pl ={ax+B+vp |, €G}

é um corpo e G, C A.

Prova: Temos que mostrar duas coisas, a primeira é que G, € um corpo, e a segunda

é que esteja contido em A.

(a) Para todo «, B € G,, entdo ax +fB; x—B; - B; x-pteG,

Sejam « = a+b,/p, p =c+d/p, com a,b,c,d,peG

o axxf = (axc)+(bxd)p
—_——  ——
e G e G
e ap = (ac+bdp)+(ad+be] P
e G e G
o o« = ((ac—bdp): (%) ")+ ((bc—ad)- (c*—d%) ") /5
c G €G

Pelo que a4+ B; aa—B; - B; a- Bt € G,.
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(b) Para todo « € G,, entdo x € A

Seja o« = a +b,/p, temos que a,b,p € G C A, que foram obtidos por um nimero
finito de operagdes +,—,+,+,¢ > 0 — +/c, assim « é obtido, também, por um

ntimero finito de operagdes +, —, -, +,¢ > 0 — /¢

(a,b,peGgA = pr P byp oo a+b~\/ﬁeA>

Pelo que o € A.

Por (a) e (b) temos que G, é corpo e estd contido em A. O

E necessério ressaltar que G C G, C A.

Figura 5.5: GC G, C A

Até agora temos que o conjunto A é euclidiano, por como foi definido, e é ndo
arquimediano, pois deriva do corpo I, que construimos na segdo (5.2) de tal forma que

fora ndo arquimediano. Sé basta mostrar que ele é um corpo.

J4 mostramos que é possivel estender cada corpo que esteja contido em A que conti-
nuaremos dentro dele. Podemos pensar que se partindo de IF e cada vez que encontremo-
nos com uma raiz quadrada da forma ,/p, podemos estender o corpo tantas vezes quan-
tas forem necessdrias até que dois elementos escolhidos arbitrdriamente de A estejam

contidos em um corpo contido em A. A prova do teorema a seguir especifica isto.
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Teorema 5.48

O conjunto A é corpo euclidiano ndao arquimediano.

Prova: Ja temos que A é euclidiano e ndo arquimediano, por como foi definido. Assim,

basta mostrar que para todo «, 3 € A temos que x + B, x-pB,x+p € A.

Figura 5.6: Extensdo de corpos para mostrar que A é corpo

Como « € A ele é obtido com um nidmero finito de operagdes +, —, -+, ¢ > 0 — +/c.
Comegamos com o corpo F extendendo ele, onde serd aplicado o lema (5.47) cada vez
que aparece uma raiz quadrada em o, vamos obter um corpo Lo, C A tal que oy € L,
e &Ly ,,i=1,...,1, onde F = Ly. Logo obteremos um corpo K,, C A tal que

o € Ly,

Se B ¢ L, entdo estendemos o corpo L,, como feito no lema (5.47) cada vez que
aparecer uma raiz quadrada, assim, obtem-se um corpo Ly, tal que « e 3 estejam

contidos. Portanto, x = B, -B,x - P €Ly C A O

O teorema acima provado, mostra que qualquer elemento de A pertence a um corpo
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que estd contido no conjunto A, assim se consideramos dois elementos de A, pode-se
estender o corpo das classes de equivaléncias de fungdes racionais [F até um corpo que
contenha os dois elementos. Usando o lema (5.47) repetidas vezes é possivel fazer esta

extensao.



Capitulo 6

Geometria sobre Corpos

Queremos construir um modelo algébrico no qual os axiomas do Plano de Hilbert sejam
satisfeitos. Ou seja queremos dar uma interpretagdo ao sistema axiomdtico estabele-
cido no capitulo 2 com o auxilio das ferramentas algébricas que foram enunciadas e
definidas no capitulo anterior. Assim, comegaremos traduzindo para o modelo os ter-
mos de ponto, plano, reta e paralelismo. Mostraremos que com esta interpretagdo dos
termos, um plano cartesiano sobre um corpo abstrato qualquer satisfaz os axiomas de
incidéncia e o axioma de paralelismo. Aqui, enunciaremos o teorema de mudanca linear
de varidveis, explicando a sua utilidade. Na seguinte se¢do, mostraremos a equivaléncia:
existéncia da relagdo “estar entre” em um modelo algébrico 'y somente se o corpo é or-
denado. Também traduziremos para o modelo algébrico os termos segmento, semi-reta,
angulo, angulo agudo, reto ou obtuso, e interior do angulo. Em seguida, se interpre-
tard congruéncia de segmentos mediante a fungdo distdncia quadrada (pois a fungdo
distancia em um corpo qualquer pode ndo ser garantida), também interpretaremos a
congruéncia de angulos usando a fungao tangente do angulo. Demonstraremos que em
todo plano cartesiano sobre um corpo ordenado, os axiomas (C2)-(C5) sdo satisfeitos,
mas para que seja valido (C1) precisamos impor uma condigdo adicional sobre o corpo
ordenado, que seja um corpo pitagérico. Para que todos os axiomas de Hilbert sejam

satisfeitos em nosso modelo algébrico, necessitamos verificar o axioma (C6), isto é feito

94
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no fim do capitulo, onde usando a definicdo de movimentos rigidos dada no capitulo
3, mostrar-se-4 que no plano cartesiano associado a um corpo pitagérico existem su-
ficientes movimentos rigidos (MRS) para que o método de superposigdo de Euclides
funcione e assim seja satisfeito (C6). Feito isto, teremos concluida a construgdo do

moadelo algébrico do sistema axiomatico definido no capitulo 2.

6.1 Plano Cartesiano sobre um Corpo Abstrato
No capitulo anterior, definimos corpo abstrato. Agora, estabeleceremos um plano carte-
siano sobre um corpo qualquer.

Traduziremos os termos indefinidos do sistema axiomdatico estabelecido no capitulo

2 para o modelo algébrico que queremos construir. Seja ' um corpo qualquer.

Chamaremos de ponto um par ordenado da forma (a,b), a,b € F.

Plano cartesiano sobre um corpo I é o conjunto F? de todos os pares ordenados

(x,y).

Definimos como eixo-x e eixo-y como o conjunto de pontos da forma (a,0) e

(0, b) respectivamente (0 é o elemento neutro aditivo do corpo).

O ponto (0,0) é chamado origem do plano.

O conjunto de todos os pontos do plano (x,y) que satisfazem a equagdo ax+by+

¢ =0, onde a,b,c € F com a,b ndo ambos nulos, chamaremos de reta.

A reta vertical possui equagdo x = c.

Para definir inclinagao de uma reta (conceito que serd util para definir tangente
do dngulo) é necessdrio escrever de outra forma a equagédo, onde fique claro que a

inclinagdo é em relagdo ao eixo-x e ndo ao eixo-y. Assim a reta também pode-se
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escrever da forma y = mx + n, desde que b # 0, diremos que a inclinagdo da reta

é m, e (0,n) é o ponto onde a reta intercepta o eixo-y.

e A inclinagdo das retas verticais serd expressada por co. Aqui, co é um simbolo e

nao um elemento do corpo F.

Exemplo 6.1
Considere F = R, o plano cartesiano R x R é usado na geometria analitica, representa

um modelo algébrico da geometria euclidiana.

Em seguida, vamos traduzir paralelismo para o modelo algébrico.

Definicao 6.2
(PARALELISMO) Duas retas sdo paralelas se as suas inclinages sdo a mesma. Assim,
se temos as retas com equagdo l:y=mx+nel :y =m'x+n’, elas sdo paralelas

(L] V) se m=m'.

Para determinar que duas retas sejam paralelas, basta examinar a inclinagdo de cada
uma das retas, pois se as retas sdo verticais, pela definigcdo fica claro que as inclinagdes
sdo iguais. Agora se as retas ndo sdo verticais, expressam-se as equagdes das retas como
y = mx + n, dai pode-se observar que ambas possuem a mesma inclinagdo. Tomemos
l:y=mx+nel :y=mx+n’duas retas paralelas, notemos que L=1sen=n’e

que LNl =@ sen#n'.

Notemos que até aqui é possivel identificar a inclinagdo da reta somente se conhece-
mos a sua equagdo. Mas se ndo nos fornecem a equagdo da reta, porém conhecemos
dois pontos distintos da reta, P; = (x1,y1) € P2 = (x2,Y>), podemos determinar a sua
inclinagio por meio da seguinte expressdo m = (ys — Y1) - (Xa — x1) " * se X1 # x». No

caso que x; = X, temos que a reta é vertical e sua inclinagdo é m = co.
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6.2 Corpo Abstrato e Incidéncia

Nesta segdo desejamos investigar quais sdo as propriedades necessdrias que deve sa-
tisfazer um corpo para que o plano cartesiano construido sobre um corpo satisfaga os

axiomas de incidéncia de Hilbert, enunciados no capitulo 2.
Consideraremos, ponto, plano, reta, como foram definidos na segdo anterior.

Em seguida, verifica-se que, em um plano cartesiano sobre um corpo qualquer, sao

satisfeitos os axiomas de incidéncia de Hilbert e o axioma de paralelismo.

Teorema 6.3
Se F é um corpo, os axiomas de incidéncia de Hilbert (I1), (I2), (I3) e o axioma das

paralelas (P) sdo satisfeitos em F2.

Prova: Para (I1) (Para cada dois pontos distintos A e B, ezxiste uma tunica reta
incidente a A e B simultaneamente). Consideram-se dois pontos diferentes do plano
cartesiano P; = (x1,y1) € P2 = (x2,Y2), a equagdo da reta ax + by + ¢ = 0 satisfeita por

P; e P, tem obtido seus coeficientes pela solugdo de um sistema linear:

(Y2 —yu)x + (x1 —x2)y + ((y1 —y2)x1 + (x1 —%x2)y1) = 0.

Sendo (x1,Yy1) # (x2,Y2) temos que a equagdo é tnica e os coeficientes sdo elementos de

F.

Para (12) (A toda reta incidem pelo menos dois pontos distintos). Um corpo
possui pelo menos dois elementos, sejam eles 0, 1, os neutros da soma e do produto do
corpo. Se x = 0 temos que y = mx +n = n; quando x = 1, temos que y = m + n.
Portanto a reta contém pelo menos os pontos (0,n) e (1, m+ n). Se a reta é da forma

x = ¢, temos que os pontos (c,0) e (c,1) pertencem a reta.
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Para (I3) (Ezistem trés pontos distintos que ndo sdo incidentes a uma mesma
reta). Se o corpo tem pelos menos dois elementos, os pontos (0,0),(0,1),(1,0) estdo

no plano F? e nio jazem na mesma reta.

Para (P) (Para cada ponto A e cada reta 1, eriste uma unica reta que incide
em A e é paralela a 1). Suponhamos que existem duas retas distintas paralelas 1; :
Yy =mx+mnyg, lb:y=mox+mn, aretal:y =mx+ n que passam pelo mesmo ponto
A = (a1, az). Como 1| 1y, temos que m = m,. Por outro lado temos que 1 || 1, pelo
que m = m,. Portanto m; = m = my e l; | 1, mas temos que n; = a; — mya; e

Ny, = ay — Mya;. Assim, n; = n, e portanto 1; = 1,. O

Com o teorema anterior, podemos concluir que um plano cartesiano sobre qualquer
corpo satisfaz os axiomas de incidéncia e o axioma de paralelismo. Note que aqui

podem-se obter modelos geométricos finitos.

Exemplo 6.4
Considere F = Z, = {0, 1}.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

Figura 6.1: Exemplo de plano cartesiano sobre um corpo

Neste modelo algébrico, as retas “diagonais” ndo se interceptam, pois sdo finitas e
constituidas apenas por suas extremidades. Outra forma de verificar é se olhamos para

a equagao delas,

oo -1 :y=x e Loy pop:y=-—x+1

Como F = Z, temos que 1 = —1, logo lo,1)-(1,0)) : Yy = x + 1. E portanto a inclindg¢éo
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em ambas é 1, assim elas sdo paralelas.

No seguinte teorema mostra-se uma conexdo entre as propriedades algébricas do

corpo [ e as propriedades de incidéncia no plano F2.

Teorema 6.5
(MUDANGA DE VARIAVEIS) No plano cartesiano sobre o corpo F, é possivel fazer

uma mudanga linear de varidveis

x'=Ax+By+C
y =Dx+Fy+G

tal que os novos eixos coordenados sdo duas retas dadas que se interceptam, e os
novos pontos unitdrios, correspondentes aos pontos (1,0) e (0,1), sdo dois pontos

P, Q dados que ndo sejam iguais ao ponto de encontro, E, das retas.

Prova:[Idéia] Sejam a,b,c,d,e, f € F.

1) Primeiro a idéia é “transladar” a origem:

x'=x—a

y'=y—b

Aqui, (a,b) sdo as coordenadas do ponto E em relagdo ao sistema antigo.

Figura 6.2: Transladar a origem
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2) Agora a idéia é mover os pontos unitdrios para alguns outros pontos do mesmo

eixo:

x' =cx
y' =dy
Yy Yy
(0,1)
’ (0,df ~ _ /
Yy AN Yy
Q Q
X X
[¢) (1,0) 0 N o)
3 3
X/ /

Figura 6.3: Mudanca de pontos unitarios

3) Para finalizar, a ideia é “girar” os eixos coordenados:

(i) Primeiro mudamos y para y’:

x' =x—ey
y' =y
/\
Yy U:
|
/ \L\\\ _
y | N y_y
|
|
_ y O/ X
|
X’ X,

Figura 6.4: Mudanca de y para y’
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(ii) Por ultimo mudamos x para x':

Figura 6.5: Mudanga de x para x’

Como x,y,a,b,c,d,e,f € F, entdo x’',y’ € F em cada um dos casos. Portanto, em um

modelo algébrico sobre qualquer corpo é possivel fazer uma mudanga de varidveis. O

A mudanca linear de varidveis é necessaria em algumas situagdes, pois ao escolher
eixos coordenados convenientes, as contas nas demonstragdes de certas proposigdes ficam

simplificadas.

Este teorema é de grande utilidade, pois serd utilizado no fim deste capitulo para
mostrar a existéncia de suficientes movimentos rigidos em F? com F pitagérico, e com
isto, ficard provado que todos os axiomas de Hilbert sdo satisfeitos no modelo algébrico

que estamos construindo.

A seguir algumas aplicagdes do teorema acima descrito:

Teorema 6.6
Existe uma configuracio no plano F? dos quatro pontos A, B, C, D tais que ﬁ I ﬁ,
AC | ﬁ, AD I BC se e somente se a caracteristica de F & 2.
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Prova: Suponha que exista uma configuracio em [F?, fazendo uma mudanca de varidveis
tal que C seja a origem, A, D os pontos unitdrios e portanto B é o ponto (1, 1), logo

nesta configuragdo ﬁ IIQ, suas equacoes
%:XZy; ﬁ:x—ky:l

tém uma solugdo comum 2x = 1 que, em [, tem solugdo sé se 2 = 0, pelo que [ deve

ter caracteristica 2.

Reciprocamente, basta considerar o exemplo do plano cartesiano sobre o corpo Z,.O

Teorema 6.7

(TEorEMA DE Pappus) No plano F?, suponha dados as retas 1, m e os pontos

A, B, CeleA’, B/, C' € m tais que AC" || A’C e BC’ || B’C. Entfo, também,
<~
AB’ || A'B.

Prova:[Idéia] Escolhendo configuragdes convenientes e calculando as inclinagdes em
cada uma das retas que formam-se o problema fica resolvido. Entdo escolheremos con-

figuracdes dependendo se as retas | e m sdo ou ndo paralelas.

1) Quando 1 n3o é paralela a m:

B’ = (1,0) C' = (b,0) A’

Figura 6.6: Teorema de Pappus para l |fm

2) Quando 1 || m:
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Figura 6.7: Teorema de Pappus para l || m

3 / /
Assim, AB’ || A’B. O
Observacao: Note que este teorema diz que, se F é um corpo, entdo o teorema de
Pappus é valido. Mas Hilbert mostrou que se F* possui uma estrutura algébrica similar
a IF, mas nao necessariamente se cumpre a comutatividade multiplicativa, temos que,

se o teorema de Pappus é valido em F*?, entdo F* é corpo.

6.3 Corpo Ordenado e Relacao de “Estar Entre”

Nesta secao desejamos traduzir, no modelo algébrico que estamos construindo, a nogao
de “estar entre”, postulada nos axiomas (B1)-(B4). Para isto, precisa-se impor uma

estrutura adicional sobre o corpo, tal que ela torne possivel a relagdo de “estar entre”.

Vamos supor a nogao da relagdo de “estar entre” em um modelo algébrico. Assim,
o eixo x poderia ser dividido em trés subconjuntos disjuntos, consistindo em “eizo x
positivo” como todos os pontos que estdo do mesmo lado do 1 em relagdo ao 0, o zero

‘0’ e “e1zo x megativo” os demais pontos.

No capitulo 5 foi definido quando um corpo é dito ordenado e mostrou-se algumas
propriedades. Assim, a continuagao serd mostrado que os axiomas de ordem, enunciados

no capitulo 2, sdo satisfeitos em um plano cartesiano sobre um corpo ordenado.
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Teorema 6.8
Se F é um corpo, e se existe a nogio de “estar entre” no plano cartesiano F? sa-
tisfazendo os axiomas do plano de Hilbert (B1)-(B4), entdo F deve ser um corpo

ordenado.

Prova: Vamos supor que FF seja um corpo e existe nogdo de “estar entre” no plano

cartesiano [F? satisfazendo os axiomas de ordem, entdo mostraremos que I é ordenado.

Entdo a idéia é mostrar que existe um subconjunto P de elementos positivos de F

que satisfaz as duas condiges enunciadas na defini¢do (5.3).

Vamos definir o conjunto P como todos os pontos do eixo x do mesmo lado de (1, 0)
em relacdo ao (0,0). Isto é possivel de fazer, pois existe a nogdo de estar entre, portanto
o teorema de lados de uma reta é vélido, teorema (2.9), que é consequéncia dos axiomas
(B1) até (B4). A adig8o no F? corresponde a somar elementos do corpo sobre o eixo x,

assim se a,b € P logoa+b e P.

y y
1
b
b 1
! X ! X
0 a-b a 0 a a-b

Figura 6.8: Multiplicacdo de elementos do conjunto P

Para a multiplicagdo sdo dados 1, a,b € P onde (a, 0) pertence ao eixo x e (0,1), (0, b)
ao eixo y, a reta paralela a (0,1)-(a,0) que passa por (0, b) encontra ao eixo x em (ab, 0).
Agora pelos axiomas (P) e (B4) temos que a-b € P. P cumpre a primeira condigdo
da definicdo de corpo ordenado. Pela construcdo de P, temos que para cada a € F,

a€P,a=0;—ac P. Logo Fp é um corpo ordenado. O

O teorema anterior possui uma reciproca, onde se supde que [F é um corpo ordenado e

queremos mostrar que o plano cartesiano sobre esse corpo satisfaz os axiomas de ordem.
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Para isto, precisamos definir relagdo de “estar entre” para os pontos sobre uma reta.

Definimos esta relagdo como:

Sejam A = (ay, a), B = (by,bs), C = (cy,co) trés pontos da reta y = mx+b.

B estd entre A e C (A * B % C) se se cumpre qualquer das duas condigdes:

a; <b;<cy ou a; >by >cy.

Se a reta for vertical consideramos as segundas coordenadas.

Antes de provar a reciproca do teorema precedente, necessitamos mostrar que o
teorema (6.5) sobre mudanca linear de varidveis preserva a relagdo de “estar entre”

definida acima.

Teorema 6.9
A mudancga de varidveis preserva relagao de “estar entre” em um modelo algébrico,

cujo corpo é ordenado.

Prova: Sejam F? o plano cartesiano, l uma retaem F2 e A, B, C € L com A = (x1,Y1),
B = (x2,Y2), C = (x3,y3) tais que A « B « C. Se | é vertical considere as segundas

coordenadas, caso contrario considere as primeiras.

Temos que mostrar que os quatro passos para fazer a mudancga de variaveis preserva

a relagdo de estar entre. Como A * B x C, entdo x; = X2 2 X3.

Para a idéia de transladar a origem, temos que x; —a 2 x» — a 2 x3 — a, portanto

preserva relacao de estar entre.

Para a idéia de mover os pontos unitdrios, temos que c-x; 2 ¢-x2 2 c - X3, portanto

preserva relacao de estar entre.

Para a idéia de mudar o eixo x, temos que as primeiras coordenadas se mantem.

Portanto preserva relagdo de estar entre.
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Para a idéia de mudar o eixo y, consideremos a comparagao com as segundas coor-
denadas. Se a reta fora paralela ao eixo x, temos que y; = Yy = ys = y, assim

X1 — ey = Xa — ey = X3 — ey. Portanto preserva relagdo de estar entre. O

Teorema 6.10
Se F» é um corpo ordenado, a relagio de “estar entre”, definida previamente, em [F?

satisfaz os axiomas (B1)-(B4).

Prova: (B1): (Se Ax B« C, entdo A, B e C sdo trés pontos distintos incidentes
a uma reta e vale também C x B x A). Cumpre-se pela definigido da relagido de “estar

entre”.

(B2): (Se A e B sdao pontos distintos, entdo existe um ponto C tal que A x B x C).
Considere b,d € F com d > b, logo existem a,c,e € Ftaisque a<b<c<d< e, por

1 1
exemplo escolha a=b—1,c = §(b +d),e=d~+1, 3 € I, pois char(F) = 0.

(B3): (Dados trés pontos distintos incidentes a uma reta, exatamente um deles
estd entre os outros dots). Considere a, b, c € F distintos, entdo temos exatamente seis

posibilidades: a<b<c; a<c<b;b<a<c;b<c<a;c<a<b;c<b<a

(B4): (Pasch). Suponha o tridngulo ABC e uma reta 1 que encontra o lado AB e
A,B,C £ 1. Se |l ndo for vertical, com uma mudanga de varidveis é possivel tornd-la
vertical, e com equagdo x = d. Sejam a, b, ¢ as coordenadas x dos pontos A, B, C. Como
[F é ordenado temos que a < d < bou b < d < a. Assuma que a < d < b entdo é
claro que: se ¢ < d, |l encontra BC, mas ndo AC; se ¢ > d, |l encontra AC, mas nao BC.
Analogamente se assume-se que b < d < a. Portanto |l encontra BC ou AC mas ndo a

ambos. 0

Note que é possivel considerar qualquer das duas coordenadas dos pontos.

(Uchar(F) definido no capitulo 5.
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J& estamos em condigbes de definir segmento, semi-reta e angulo no modelo algébrico,

ou seja no plano cartesiano sobre um corpo ordenado.

Definicao 6.11

Sejam A = (a;, az), B = (by, bs), C = (cy,cs), mainclinagdo de ﬁ e m’ ainclinagdo

de %

SEGMENTO: AB ={A}U{B}U{C|a; =¢c; =bjouay; =cy,=byem=m'}

SEMI-RETA: /ﬁ:ﬁu{c la;=by=ciouay=by=coem=m'}

No capitulo 2 instauramos dois teoremas de separagdo, um referido a separagdo do
plano em dois conjuntos disjuntos, e outro aludido a separagdo da reta, teoremas 2.8 e

2.9 respectivamente.

Para interpretar estes dois teoremas. Consideremos os pontos A = (xa,ya), B =
(xB,ys), C = (xc,yc) e D = (xp,yp), os pontos AB=A —B e CD =C—D. Sejaa

funcdo ©® : F x F — T definida como segue:

AB ® CD = (xa —x8)(ya —ys) + (xc —xp)(yc —yn)

Também, entenderemos por Ag o ponto de coordenadas (ya,xg) € diremos A com-
posto B®). Com isto, j& estamos em condices de traduzir para o modelo quando os

pontos X e Y estdo do mesmo lado do plano em relagdo a reta ﬁ Assim,

XNHY = (XA@BAAB) (YA@BAAB)>O

(2)Na verdade o que estamos fazendo aqui é determinar dois pontos, Ag € Ba, da reta perpendicular
areta AB de modo que a reta AgBA seja perpendicular a reta ﬁ Isto ficara claro com a definigdo de
angulo reto.
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Diremos que o ponto X estd do mesmo lado da reta ﬁ em relagdo ao ponto A se:

X~aB < (XA@BAAB):O/\XNW\B

Notemos que como foi definida a relagdo de estar entre, podemos instaurar que a

separacao da reta fique traduzida como segue:

X~aB & X=BouAxX*BouAxBxX

6.4 Congruéncia de Segmentos e Angulos

No modelo algébrico que estamos construindo, até agora, sdo validas as nogles de in-
cidéncia, estar entre e os axiomas de congruéncia (C2)-(C5). Mas para que seja valido

o axioma (C1) vamos mostrar que o corpo deve ser pitagdrico.
Daqui em diante, vamos assumir que o corpo seja ordenado.

O primeiro passo é definir a nogdo de congruéncia para segmentos de reta e para
angulos. Para definir congruéncia de segmentos a idéia é usar a fungdo distancia eucli-

diana usual, para dois pontos A = (ay, as), B = (by, by), como:

dist(A,B) = /(a; — b1)? + (az — by)?

O problema desta definicdo é que ndo é possivel garantir que o corpo possua raizes

quadradas. Entdo usaremos a fungdo:

dist(A,B)? = (a; — b1)? + (ay — by)2.

A seguir definir-se-a congruéncia de segmentos.
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Definicao 6.12
Dois segmentos AB e CD no plano cartesiano sobre um corpo ordenado F sio con-

gruentes se

dist(A, B)? = dist(C, D)?

Agora, quer-se definir congruéncia de angulos, para isto utilizaremos a fungdo tan-
gente do angulo (tan «), que ela pode ter como valor um elemento do corpo F ou o
simbolo oo quando o angulo for reto. Como a funcdo tangente pode tomar o valor
de um elemento do corpo abstrato, entdo ndo podemos assumir como validas certas

propriedades.

Definicao 6.13

Sejam os pontos A, B, C, D, m a inclinagdo de ﬁ e m’ a inclinagdo de ﬁ

AncuLo: ZBAC ou ZCAB é a unido de duas semi-retas que emanam do mesmo

ponto, tal que m #= m’/.

Dizemos que o angulo formado pelas semi-retas é um dngulo AGUDO, RETO ou OBTUSO

quando BA ® CA % 0, respectivamente.

INTERIOR DE UM ANcuLo: O ponto D é um ponto interior do angulo /BAC se:

C~zD A  B~gaD

Usaremos a fungdo | - |: F — P U{0} definida por:
a seaec?P
la| = —a se —ac?P ,

0 sea=20
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lembrando que P é o conjunto dos elementos positivos do corpo F.

Definicao 6.14
Se o é um angulo formado pelas semi-retas r, v’ que jazem em retas com inclinagdo

m, m’, respectivamente. Define-se tangente de & como:

/
m —m
— sem-m’ #—1
tan o — 1+m-m
00 sem-m’ =-—1

onde é (+) se o angulo é agudo e (—) se o angulo é obtuso.

Nesta defini¢do seria ideal usar a definigdo usual de tangente de um angulo (cateto
oposto sobre o cateto adjacente), mas para ela sdo necessdrias as raizes quadradas e no
corpo ndo podemos garantir que existam. Note que tan &, onde o angulo é agudo ou
obtuso, é um elemento do corpo. Mas a tangente do angulo reto assume o valor oo, 0

mesmo da inclinagdo das retas verticais.

Congruéncia de angulos fica traduzida, no modelo algébrico, da seguinte maneira:

Definicao 6.15
Dois angulos no plano Cartesiano sobre um corpo ordenado [ sdo congruentes se

eles tém a mesma tangente, considerando-a como um elemento do conjunto F U {oo}.

Tendo interpretadas as nogbes de congruéncia de segmentos e angulos, no modelo
algébrico, quer-se mostrar que no plano cartesiano sobre um corpo ordenado sdo satis-
feitos os axiomas de congruéncia de (C2) até (C5). Estas provas podem-se encontrar

em [11, Hartshorne, 2000, Cap. 3|.

Teorema 6.16
Sejam [ um corpo ordenado e F? o plano cartesiano associado. Entio F? satisfaz os

axiomas (C2)-(C5).
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Note que (C1) ndo é satisfeito em um plano cartesiano sobre um corpo ordenado que
nio seja pitagdrico, pois considere o corpo Q. O segmento com extremos (0,0) — (1, 1)

nao pode ser “copiado” sobre a semi-reta dos pontos positivos do eixo x.

Para que no modelo algébrico satisfaga o axioma (C1), o corpo precisa cumprir a
propriedade pitagoérica. Isto serd mostrado no seguinte teorema. Recordemos que, pela
defini¢do (5.33), um corpo é pitagdrico quando para cada elemento ‘a’ do corpo a raiz

v/ 1+ a? pertence ao corpo.

Teorema 6.17
Sejam F um corpo ordenado e F? o plano cartesiano associado. (C1) é valido se, e

somente se, [ for pitagérico.

Prova:[Idéia] Suponha (C1). Considera-se o segmento de pontos extremos com coorde-
nadas (0,0) e (a, 1), suponha que existe o segmento de extremos (0,0) e (b, 0) no eixo

dos x positivos. Temos que b2 =1+ a?,logob € F < /1 + a2 € F e [ é pitagérico.

Reciprocamente, suponha F pitagérico e considere a,b € F, a # 0. Temos que

2
a®4+b%=a? <1—|— (%) ) =a%(1+c?
com ¢ = %, logo v a2+ b2 = |a|ly/(1+c?) € F. Daqui dist(A,B) € F. Suponha uma
reta 1 de equagdo y = mx +b e A € l. Quer-se obter um segmento AC da reta 1 tal
que dist(A, C) = dist ((a, ma+b), (c,mc+ b)) =d. Assim d = |a — c|v/1 + m?, logo

d .
¢ = a+ ———. As duas solugdes correspondem aos dois lados da reta. O

V1+m?

Para completar esta secdo se continuard com o estudo de intersecdo de retas e
circulos, e, para que isto aconteca em um plano cartesiano sobre um corpo, o corpo
ordenado deve ser euclideano. Lembrando que a propriedades de intersecdo de dois
circulos é chamada pelo axioma (E) e a propriedade de intersecdo de reta e circulo é

chamada de (LCI), ambas enunciadas no capitulo 2. Recordemos que, pela definigdo
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(5.41), um corpo ¢ euclidiano quando para cada elemento a > 0 do corpo a raiz /a

pertence ao corpo.

Teorema 6.18
Seja F2 um plano cartesiano sobre um corpo ordenado [F. Entéo as seguintes condicdes
sdo equivalentes:

(i) F? satisfaz a propriedade de intersegio circulo-circulo (E).

(ii) F? satisfaz a propriedade de intersegio reta-circulo (LCI).

(iii) F é euclidiano.

Prova:[Idéia] Suponhamos (E) e consideremos um circulo e uma reta, ao somar as suas
equagdes obtém-se outro circulo que intersectado com o primeiro circulo tem as mesmas

interse¢des que o primeiro circulo e a reta. Portanto (LCI) se cumpre.

Suponhamos (LCI) e consideremos a € F,a > 0, O = (0,0), A = (a,0), A’ =

. , 1 .1 .
(a + 1,0). Sejam o circulo de centro <§(a+ 1),0) e raio E(a + 1), a reta vertical
l: x = a. Temos que A estd no interior do circulo, por (LCI), logo existe B na

intersecdo da reta e o circulo, B = (a,+/a), portanto /a € F e [F é euclidiano.

Suponamos F euclidiano e consideremos dois circulos, a diferenga das suas equagdes
obtém-se uma equagdo linear, logo resolvendo uma das equagdes do circulo com a
equagio linear obtém-se uma de segundo grau, seja ela y = ax? + bx + ¢, resolvendo ela
é usado o fato que F é euclidiano, e obtém-se que a coordenada y tem no maximo duas

solugdes, pelo que x poderd ter no méximo dois valores. Assim, é satisfeito (E). O

Note que este teorema mostra que (E) e (LCI) s&o equivalentes em um plano carte-

siano sobre um corpo euclidiano ordenado.

Até aqui temos mostrado que os axiomas de incidéncia, ordem e os axiomas de

congruéncia (C1) até (C5) sdo satisfeitos no modelo algébrico que temos construido, ou
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seja em um plano cartesiano sobre um certo corpo ordenado. Aqui mostraremos que
o axioma de congruéncia (C6), congruéncia de tridngulo LAL, também é vélido neste

modelo.

Completando-se a prova de que todos os axiomas de Hilbert sdo satisfeitos no plano
cartesiano sobre um determinado corpo, teremos que os axiomas para o plano de Hilbert
sdo validos no modelo algébrico que construimos. Para tal mostraremos que existem
suficientes movimentos rigidos, em um plano cartesiano sobre um corpo pitagoérico, tal
que o método de superposicdo de Euclides funcione, entdo assim serd vélido (C6). Pois
como no capitulo 3 foi mostrado que em um plano quase de Hilbert a existéncia de

suficientes movimentos rigidos é equivalente ao axioma (C6).

No seguinte teorema, serd mostrado que (MRS), definido no capitulo 3, é vélido em

um plano cartesiano sobre um corpo Pitagoérico ordenado.

Teorema 6.19
Sejam F um corpo Pitagérico ordenado e F? o plano cartesiano associado. Entio

(MRS) é vélido em F2.

Prova:[Idéia] Considere-se o plano F? com coordenadas (x,y), e as transformagdes de
[F? definidas por fungdes de x e y. A ideia é mostrar que existem movimentos rigidos
e que hd suficientes deles para mostrar cada movimento rigido definidos como (MRS)

(ver [11, Hartshorne, 2000, p.151-153]).

Para (I) (Para cada dois pontos A, A’ € 2, existe um movimento rigido ¢ € § tal

que @(A) = A’). Considera-se a fungdo translagio T definida por:

x'=x+a

y'=y+b

Para (IT) (Para cada trés pontos O, A, A’ € F?, existe um movimento rigido ¢ € G



114

. . . ~ ~
tal que @(O) = O e @ leva a semi-reta 07 a OA’). Considera-se a fungdo rotagdo p
definida por:
x' =cx — sy

y' =sx+cy

onde c,s € Fec?+s2=1.

Para (III) (Para cada reta 1, existe um movimento rigido ¢ € G tal que ¢(P) =P
para todo P € le ¢ intercambia os dois lados do plano em relagdo a 1). Com a composta
(p o T) fazemos coincidir o eixo da reflexdo com o eixo x. Assim considera-se a fungio

o definida por:

E possivel mostrar que T, p e o satisfazem as cinco condigbes da definigdo de movi-
mento rigido (3.1), portanto elas sdo movimentos rigidos. Além, de que T, p e o sdo
equivalentes as condigdes (I), (II) e (III), respectivamente, do (MRS) da existencia de

suficientes movimentos rigidos. O

Note que neste teorema, além de mostrar que (MRS II) é vdalido, temos que para
cada tangente do dngulo no plano, existem o coseno e o seno desse angulo. Este teorema
nos diz que basta ter um plano cartesiano, sobre um corpo Pitdgorico ordenado, para
que existam movimentos rigidos, e portanto também seja valido (C6). Assim, neste

plano todos os axiomas de Hilbert sdo satisfeitos. O teorema a seguir explicita isto.

Teorema 6.20
Se IF é um corpo ordenado Pitagérico, entdo o plano F? é um plano de Hilbert satis-
fazendo o axioma das paralelas (P). Entdo o plano F? serd Euclideano se e somente

se [F é Euclideano.

Prova: Ja foram verificados os axiomas de incidéncia e o axioma das paralelas em
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um plano sobre um corpo qualquer, os axiomas de ordem em um plano sobre um
corpo ordenado, os axiomas de congruéncia em um plano sobre um corpo Pitagorico.
E também verificou-se que para que o plano seja Euclideano é condigdo necessdria e

suficiente que o corpo seja Euclideano. O



Capitulo 7

Modelos Algébricos para (zeometrias

nao Arquimedianas

No universo de todos os planos de Hilbert, podemos destacar trés conjuntos disjuntos
de planos que ficam caracterizados segundo a hipdtese sobre a natureza dos dngulos do

topo nos quadrildteros de Saccheri que consideremos. Assim, podemos ter:

e Plano de Hilbert munido com a hipdtese do angulo agudo, que chamamos de Plano

de Hilbert Semi-Hiperbélico.

e Plano de Hilbert munido com a hipétese do dngulo reto, que chamamos de Plano

de Hilbert Semi-Euclidiano.

e Plano de Hilbert munido com a hipétese do dngulo obtuso, que chamamos de

Plano de Hilbert Semi-Eliptico.

Entendemos por geometrias ou planos Arquimedianos as geometrias ou planos que

incorporam o seguinte axioma em seu repertoério:

116
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(A) (Axioma de Arquimedes) Seja A; um ponto arbitrdrio sobre uma reta entre os
pontos arbitrariamente dados A e B; construam-se, entdo, os pontos A,, Az, Ay,...

de forma que A; esteja entre A e A,y, Ay entre A; e Az, Az entre A, e Ay, etc...e

os segmentos AA;, A1A,, AsAz, A3Ay, ... sejam todos congruentes. Entdo existe

sempre na seqiiéncia A,, Az, Ay, ... um ponto A,, tal que B esteja entre A e A,,.

Em outras palavras: dados dois segmentos AB e CD em uma geometria, entdo

sempre é possivel obter um miltiplo de CD que seja maior que AB.

Como nosso objetivo é estudar geometrias ndo Arquimedianas, estudaremos o plano
de Hilbert acrescentando ao conjunto de 13 axiomas a negagdo do axioma (A) de Ar-
quimedes. No nosso universo de Planos de Hilbert, ao ser incorporado o axioma (A),
fica descartado o Plano de Hilbert semi-eliptico, de acordo com o Teorema de Saccheri-
Legendre(*). Se considerdssemos o axioma (P) de paralelismo de Playfair estariamos
considerando s6 uma regido do plano semi-euclidiano. Uma forma de representar esta

situagdo é o seguinte esquema:

Universo de todos os Planos de Hilbert

O
N
,00
&

,@Q

Semj*Elj.pt-iCO

Figura 7.1: “Regides” do Universo de Planos de Hilbert

(UTEOREMA SACCHERI-LEGENDRE: A soma dos trés angulos de um triadngulo nio pode exceder a dois
angulos retos. [16, Legendre, 2009, p.39]
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Podemos nos dar conta de que o plano euclidiano, utilizado na geometria Euclidiana,

é subconjunto préprio da regido que representa a intersegdo entre os axiomas (A) e (P).

Nosso interesse é estudar, nas se¢Oes seguintes, através de modelos algébricos certas
“regides” do Universo de todos os planos de Hilbert. As regides que nos interessa estudar

sdo:

e Plano de Hilbert semi-euclidiano munido de (P) e negando (A): regido (I).
e Plano de Hilbert semi-euclidiano negando (P) e negando (A): regido (II).

e Plano de Hilbert semi-eliptico negando (A): regido (III).

No capitulo anterior concluimos que, se um corpo ordenado F é pitagérico, o plano
cartesiano a ele associado é um plano de Hilbert satisfazendo o axioma (P). Agora
tomemos F um corpo ordenado pitagérico ndo arquimediano; o plano cartesiano 2
associado é um plano de Hilbert que satisfaz (P), mas n&o satisfaz (A), pois basta
considerar os segmentos AB, AC onde A = (0,0), B = (1,0) e C = (t,0): por mais
vezes que somemos o segmento AB com ele mesmo, nunca excederemos o segmento
AC. Além disso, no plano cartesiano F?, a soma dos adngulos internos de um tridngulo
qualquer é igual a dois dngulos retos (2R), j& que o axioma (P) é vélido (ver teorema
2.44). Entdo ja temos o nosso modelo algébrico para o Plano de Hilbert semi-euclidiano

munido de (P) e negando (A) (regido (I)).

7.1 Plano de Hilbert semi-euclidiano negando (P) e

negando (A) (regiao (II))

A idéia é mostrar que o plano de Hilbert semi-euclidiano negando (P) e negando (A)
pode ser modelado por um subconjunto de pontos, bem determinados, do plano carte-

siano 2, onde FF é um corpo ordenado pitagérico nfo arquimediano.
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Antes de apresentar o conjunto de pontos que consideraremos, definiremos algumas

nogoes que nos serao uteis.

Lembremos que todo corpo ordenado F contém um subcorpo isomorfo a Q (veja

secdo 5.1) e, em particular, este subcorpo contém uma cépia de Z.

Definicao 7.1

Sejam F um corpo ordenado ndo arquimediano e a € F. Diremos que o elemento a
é finitamente limitado (f1.) se, existe um inteiro positivo n do corpo F (n € Z;')
tal que —m < a < n.. Diremos que o elemento a é infinitesimal se, para todo inteiro
positivo n do corpo [, tivermos —% <a< % E o elemento a é infinito se, para

todo inteiro positivo n do corpo F, tivermos |a| > n.

Algumas propriedades imediatas de elementos finitamente limitados sdo as seguintes:

Teorema 7.2

Sejam [F um corpo ordenado ndo arquimediano e a,b € F.
(i) Se a, b sdo f.l. entdo a + b é f.1. A reciproca sé vale se a-b > 0.
(ii) Se a, b sdo f.l. entdo a-b é f.l.

(iii) Se a é f.1. entdo a? é f.l.

(iv) Se a > 0 é f.1. entdo se /a € F, temos que /a é f.1.

1 1
(v) Se a nédo é f.l. entdo — é f.I. Mais do que isso — € infinitesimal.
a a

Do mesmo modo que definimos elemento finitamente limitado, agora definiremos

ponto finitamente limitado.
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Definicao 7.3
(PoNTO FINITAMENTE LIMITADO) Seja F um corpo ordenado pitagérico ndo arqui-
mediano. Diremos que o ponto A € F? é finitamente limitado (£1.) se a distancia

do ponto A & origem O (d(A, O))® é finitamente limitada.

Observe que podemos ter a distancia entre dois pontos f.I. e isto ndo implica que os

pontos o sejam. Por exemplo, considerar os pontos A = (t,1), B =(t—1,1), temos que

A(A,B)=/(t—(t—1))2+(1—1)2=V12=1;

aqui a distancia é f.1., mas os pontos ndo o sdo.

No entanto, a reciproca vale: é possivel mostrar que, se um ponto A é finitamente
limitado, entdo suas coordenadas sdo finitamente limitadas. A prova deriva diretamente

das definigbes de elemento e ponto finitamente limitados.

Teorema 7.4
Sejam F um corpo ordenado pitagérico ndo arquimediano e A = (xa,ya) € F2. O

ponto A é f.l. se, e somente se, xo, ya sdo f.l.

Note que o conjunto dos elementos finitamente limitados de F ndo é um subcorpo

de FF, pois os elementos infinitesimais ndo tém inversos em tal conjunto.

No inicio da segdo mencionamos que gostariamos de obter um conjunto bem de-
terminado de pontos de F? que representem como modelo a geometria semi-euclidiana
negando os axiomas (A) e (P). Queremos mostrar que o conjunto de todos os pontos
finitamente limitados de 2, com F pitagérico ndo arquimediano, é a interpretagio que

estamos procurando para nossa geometria.

(?)Dist4ncia entre dois pontos, tal como foi definida no capitulo 6.



121

Definicao 7.5
Seja TTy o conjunto de todos os pontos finitamente limitados de [F?, com FF pitagdrico

nao arquimediano.

Ty = {P € F? | d(P, O) seja finitamente limitada} .

A idéia é mostrar que TT, é um plano de Hilbert semi-euclidiano ndao arquimediano,
no qual vale a negagdo do axioma (P). Para isto, precisamos provar que em IT, sdo
satisfeitos os axiomas de Hilbert (I1)-(I3), (B1)-(B4), (C1)-(C6) e ndo sdo satisfeitos os
axiomas (A) nem (P), além de mostrar que a soma dos dngulos internos de um tridngulo

é igual a 2R.

Antes de comegarmos a mostrar que os axiomas sdo satisfeitos, iremos definir o que

entendermos por reta em TTp.

Definicao 7.6

l, é uma reta em I, se existe uma reta | de F? tal que

lo=1NTlp, ={P 1] P sejafl}+#a.

\]

Figura 7.2: Reta em Tl

Pela definigdo anterior, temos que uma reta qualquer em IT, deve possuir pelo menos
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um ponto. Gostariamos de construir pelo menos mais um ponto. O seguinte lema nos
diz que se temos uma reta 1, C Tly, um ponto A € ly e uma distancia 6 finitamente
limitada, entdo é possivel construir mais dois pontos, um a cada lado da reta em relagao

ao ponto A.

Lema 7.7
Sejam 1y C Tlp, 8 >0 € F fl., A = (xa,ya) € lo. Entdo existem os pontos P; e P>

em 1y tais que d2(A, Py) = d?(A, Py) = &2,

Prova: Sendo 1, C TTp, entdo existe 1 C F? tal que 1 = LN TT,. Temos dois casos, se 1 é

vertical e se 1 ndo for vertical.

Queremos construir pelo menos um ponto P = (xp,yp) € o tal que d?(A,P) = &%

Entdo mostraremos que ele existe e que as suas coordenadas sdo finitamente limitadas.

Se 1 é vertical, temos que L: x =c, onde c € F e c é f1. B trivial ver que (c,ya + )

cujas coordenadas sdo f.l. sdo os dois pontos desejados.

Se 1 ndo for vertical, tomemos 1 : y=mx+n, com m, n € F. Além disso, como

A é fl., entdo xa, ya sao fl., também ya = mxa +n, pois A € lo.
Se P € 1y, entdo P € 1, portanto yp = mxp + n. Agora, se d?(A, P) = 52 temos

(xp —xa)* + (yp —ya)? =8
como & é f.1. entdo 5% é f.I. e (xp —xa)?, (Yp —ya)? = 0entdo (xp —xa)% e (Yp —ya)?

sdo f.l.

(xp—xa)?+ (Up —ya)? =8> = (xp —xa)>+ (mxp +n — (Mxp +n))*> =5

52
= — 2 et .
(xp —xA) 1+ me

2

Como (xp —xa)? é f.1. entdo também é f.1. e como é positivo, entdo temos que

m2
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) B
——— é f.]. Portanto: [xp —xa| = —— é f.l.
Vv1+m?

Temos dois casos, que correspondem aos dois lados da reta em relagdo ao ponto A.

) )
Xp = XA + —F/——— ou Xp = XA — —F————
p A e p A e
C y do f.l ta & f.1. Enta bast t & f.1
omoer\/ﬁsao .1. entdo xp é f.1. Entdo agora basta mostrar que yp é f.1.
Se xp =xA y temos que:
PEMAE Aame e
) om
Yp = Mxp+N=m(xa £t —— ] +N=MXpga £ ———=+n
1+m?2 14+ m?
= Mmxa+n=£ om = + om
A Ttmz 2T Arme

dm
Como ¢ f.1. basta mostrar que ———— é f.1. Temos dois casos: quando m é f.l. e
A R a
quando ndo é f.1.
Se m é fl.: como y é f.1. e m também é f.1. entdo om éfl
° 1. — é fl. 1. — é 1l
V1+4+m2 1+ m?
m
e Se m ndo é fl.: como 6 é f.l. queremos que ——— seja f.l.
d d V1+m? :
Temos a seguinte igualdade m| = L Como 1 < 1+ L < 2
& & VIt m2 T m’
1+ —
m
entao L < 1 < 1. Assim m| é f.1. e portanto m também é
5 ) 1l ep T

1 v1+m2
1+ =
m

f.1. que é o que queriamos.

dm dm
Portanto, ——= é f.l. e yp = ya £ ——= é f.1. Assim mostramos que as coorde-
V14 m2 gp = YA v14+m? 1

nadas do ponto P sdo f.l. e d?(A, P) = 2.
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Assim, podemos caracterizar dois pontos:

) dm
Pi=(xA + —, +
' < A v1+m? YA \/1+m2)

d dm
Py =|xa — —, ——,
? ( AT T \/1+m2)

que sdo os pontos que estdo a ambos os lados da reta 1, com respeito ao ponto A e

encontram-se a uma distancia dada & dele, finitamente limitada. O

Com o lema que acabamos de mostrar, podemos garantir que sempre é possivel
construir a partir de um ponto e uma distancia dada f.I. outros dois pontos, um a cada

lado da reta em relacdo ao ponto dado.

Agora, vamos mostrar que o nosso conjunto T, de pontos é um plano de Hilbert
semi-euclidiano ndo arquimediano. Entdo temos que mostrar que os axiomas de Hilbert

sdo satisfeitos, mas os axiomas (A) nem (P) n&o sdo satisfeitos.

Para mostrar que n#o satisfaz (A), consideremos os segmentos AB e AC, onde A =
1 _
(0,0), B = (I’ O) e C = (1,0). Por mais vezes que somemos AB com ele mesmo, nunca

vamos ultrapassar o segmento AC.

Para mostrar que (P) n&o é satisfeito, considere as retas eixo—x, L; e L, de equagdes:

1 1
L:y=0; leyzzx—f—l Lzzyz—zx—i—l

el,:I_ﬁﬂo, lllemﬂoelgngﬁﬂo.

Notemos que as retas 1; e 1y, que possuem o ponto (0,1) em comum, sdo paralelas
ao eixo—x, dado que LNL; = {(—t,0)} ndo é um ponto no modelo e LN L, = {(t,0)}

também ndo €.

Para mostrar que Ty é um plano semi-euclidiano, consideremos um tridngulo AABC
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Y

Figura 7.3: Tlp n&o satisfaz (P)

em TT;. Como TTy C F2? entdo AABC C FF?, e aqui a soma dos angulos internos de um
tridngulo qualquer é igual a dois angulos retos. Pelo que Tl é um plano de Hilbert

semi-euclidiano.

Agora, vamos mostrar que Ty, é um plano de Hilbert.

Teorema 7.8

IT, satisfaz os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4), (C1)-(Cs).

Prova: (I1): Dados os pontos A, B € Ty, eles determinam uma tinica reta em TT,. Pois

se determinassem mais de uma reta em TT, 0 mesmo aconteceria em [F?, j4 que TT, C [F2.

(I2): Se 1 C Ty é uma reta, existe pelo menos um ponto A € 1, pela definigdo (7.6).
O outro ponto pode ser obtido pela aplicagdo do lema (7.7), bastando arbitrar uma

distancia  finitamente limitada.
(I3): Basta considerar os pontos (0,0), (1,0) e (0,1).

(B1), (B3): Seguem diretamente da maneira como foi traduzida a relagdo “estar entre”

em F? (capitulo 6).
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(B2): Decorre diretamente da aplicagdo do lema (7.7): dados a reta 1 C TTp € os pontos
A, B € 1. Tomando 6 = d(A,B) obtemos os pontos C; e C2 tais que d(C;,B) =
d(Cs,B) =& = d(A,B). Um dos pontos C; ou C, sera distinto de A e portanto o outro

ponto satisfaz A * B x C.

(B4): Dados o triangulo AABC C Tl e a reta 1 C TTy que ndo contém nenhum dos
vértices do tridngulo e encontra o segmento AB no ponto D. Temos que em [F? a reta
1 encontra um dos lados do tridngulo além do segmento AB. Entfo basta mostrar que
se Py, P1, P, € F? tais que Py x P, * Py e Py, P, € Ty entdo P; € TTy. Mas este resultado

deriva diretamente de como foi definida a relagdo de “estar entre”.

(C1): Decorre diretamente da aplicagio do lema (7.7): dados os segmentos AB e uma
— =
semi-reta CD, tomando 6 = d(A, B), obtemos os pontos E; e E; na reta CD tais que

d(E;,C) = d(E;,C) =8 =d(A,B). Um dos pontos E; ou E, pertencera a semi-reta ?

(C2)-(C3): Segue diretamente da maneira como foi estabelecida a relagdo congruéncia

entre segmentos.

(C4): Este axioma vale desde que o axioma (I2) seja satiasfeito para semi-retas. Ou
seja, basta construir um ponto em TTy que esteja na mesma semi-reta do dngulo em F?,

mas pelo lema (7.7) é possivel determinar esse ponto.

(C5): Decorre diretamente da maneira como foi traduzida a relagdo de congruéncia

entre angulos.

(C6): Decorre diretamente da congruéncia de tridngulos em F2. Pois dados os tridngulos
AABC, ADEF ambos em TTg, tais que AB = DE, ZABC = /DEF e BC = EF. Como

ambos os tridngulos também pertencem a [F2, entdo eles sdo congruentes.

Logo Ty é um plano de Hilbert. O
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7.2 Plano de Hilbert semi-eliptico negando (P) e ne-
gando (A) (regiao (III))

A idéia é mostrar que o plano de Hilbert semi-eliptico negando (P) e negando (A) pode
ser modelado por um subconjunto de pontos, bem determinados, de uma esfera de F®
centrada na origem e raio t, onde F é um corpo ordenado euclidiano ndo arquimediano

eteT, t>0, um elemento infinito positivo como definido em (7.1).

Sabemos, da geometria esférica, que a soma dos angulos internos de qualquer tridn-
gulo é maior que dois dngulos retos. Dai, a escolha de um subconjunto da superficie
esférica para modelar esta geometria. Além disso, sabemos também que, na geometria
esférica, ndo existem “retas” paralelas, onde o termo reta deve ser entendido como
qualquer circulo méximo da esfera. A escolha de um subconjunto adequado de pontos

nos permitird ter infinitas paralelas a uma reta por um ponto exterior.

Analogamente ao feito na seg@o anterior, diremos que um ponto C = (x¢,yc,zc) €
F® é um ponto finitamente limitado se a distincia & origem, d(O, C), for finitamente
limitada. Além disso, do mesmo modo que em [F2, é possivel mostrar que um ponto

C € F® é f.1. se, e somente se, as suas coordenadas sio f.1.

Os pontos de esfera integram o conjunto

&0 = {(XP,UP,i\/tQ—X% _912:> e F*| (xp,yr) €F? e x3 +yp < tQ}’

como ilustrado na figura 7.4.

Dentre os pontos das esfera £;O destacamos aqueles que estejam a uma distancia
finitamente limitada do pdlo norte N = (0,0, t). Entretanto, em nosso modelo, apenas
um subconjunto da superficie esférica serd utilizado, notadamente os do hemisfério

superior.
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Figura 7.4: Ponto na esfera de centro na origem e raio t

Em primeiro lugar, vamos mostrar uma propriedade relacionando elementos finita-

mente limitados com o raio da esfera.

Teorema 7.9
Sejam F um corpo euclidiano ndo arquimediano, x, y € F, ambosfl. et >0 € F um

elemento infinito de F. Entdo o elemento t — \/t? —x? —y? é também f.1.

Prova: Se x, y sdo f.l. entdo existe n € Z; tal que —n < {3} < n. Daqui temos que

—2n? < —x2 —y? < 2n?. Portanto t2 — 2n? < t2 —x%2 —y2 < t2 + 2n?, entdo

0<t?—x® -y <t?+4ne0< /2 x> -2 <V +4n% < VI2+V4n2 =t +2n,
daqui temos que —t — 2n < —y/t? —x? — y?. Limitando obtemos

—t—2n < —y/t2—x2 —y? <—)\/t_2—\/xz—|—y2) =—t+ vx2+y2

Assim,
n<t— /22—y < Vx2FY2<x|+ly <n+n=2n
Pelo que t — /t? —x? —y? é f.l. O

Um fato interessante que nos diz este resultado é que se um ponto P € £;0, com

P = (xp,yp, v/t? —x3 —y3%) onde xp, yp sdo fl., entdo o ponto (N — P) é f.1. Assim
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temos que d?(O,N — P) é f1. Daqui podemos concluir que:
2
d*(O,N—P) = (0—xp)> + (0 —yp)?* + <t— 2 —x3 —y%) = d?(N, P).

Portanto todos os pontos P com coordenadas xp e yp f.1. se encontram a uma distancia
f.1. do ponto N, que chamamos de pélo norte. Entdo ja temos caracterizados os pontos

gue vamos considerar.

Definicao 7.10
Seja TT; o conjunto de todos os pontos P = (xp,yp, vt> — x> —y?) € £,0 tais que
d? = (N, P) seja f.l.

Mm={Pe&O | d’(N,P)éfl}.

Da definigdo do conjunto TT; podemos inferir que se um ponto P € TI;, entdo seu
antipodo (—P) n&o estard nele. Entdo como na geometria esférica (ver [19, Ryan, 1986])
se considera o ponto P e o ponto —P como s6 um, temos que na regido de pontos que

queremos estudar TT; ficam descartados os pontos antipodos dos pontos da regido.

Queremos mostrar que TT; é um plano de Hilbert semi-eliptico ndo arquimediano.
Ou seja temos que mostrar que TT; satisfaz os axiomas (I1)-(I13), (B1)-(B4), (C1)-(C6),

mas ndo satisfaz (A) nem (P).

Antes de comegar a mostrar que os axiomas sdo satisfeitos, vamos definir o que
entenderemos por reta em IT;. Sabemos da geometria esférica que retas sdo circulos
maximos e que, em particular, uma esfera centrada na origem, as retas, sdo intersegao
da esfera com planos que contém a origem. Assim, diremos que uma reta | na esfera

€+0 é o conjunto

{Xe &0l (X, & =00 com & € &0 fixo}
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O ponto & é chamado pélo da reta 1.

Definicao 7.11

l; é uma reta em TT; se existe uma reta 1 de ;0 tal que

L =1NT; ={Pel]|d*N,P)sejafl} # .

Seja & = (a, b, c) pdlo de 1, para que ponto P = (xp,yp,zp) € £;0 pertenca a reta

l;, entdo se devem satisfazer as seguintes equagodes:

axp +byp +c/t2—x2—y2=0 e xZ+yd+z3 =t~

Notemos que & ndo é necessariamente um ponto de T1;. Um exemplo disso é se
consideramos & = (0,t,0), entdo os pontos da reta onde & é pdlo sdo da forma P =
(xp, 0,/t? — x%). Agora para todos os xp finitamente limitados, o ponto P pertence a

reta do modelo.

Como foi definida 1;, temos que uma reta no modelo possui pelo menos um ponto.
Gostariamos de construir pelo menos mais um ponto. O seguinte lema nos diz que se
temos uma reta l; C I'1;, um ponto A € l; e uma disténcia § finitamente limitada, entdo

é possivel construir mais dois pontos, um a cada lado da reta em relagdo ao ponto A.

Lema 7.12
Sejam 1; C Ty, 6 >0 € F fl, A = (xa,Ya,za) € ;. Entdo existem os pontos P; e

P, em 1, tais que d?(A, P;) = d?(A, Py) = 82

Prova: Sendo 1; C TTy, entdo existe L € £;0 tal que l; = LNTT;. Seja & = (a,b,c) € £,O
o pélo da reta 1 tal que (A, &) = 0.

(3)(,) : F* — F Produto escalar como definido na Algebra Linear.
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Queremos construir pelo menos um ponto P = (xp,yp,zp) € 13 C &0 tal que

d?(A, P) = 52. Entdo mostraremos que ele existe e que d?(P,N) é f.1.

Se o ponto P existe, entdo deve-se cumprir:

(E,P) =0 = axp+byp+czp=0
Pecéo = xpF+yp+zp =t

d*(A,P) =8 = (xp —xa)*+ (yp —xa)? + (zp —2a)* = &

Encarar estas equagdes tais como estdo expostas poderia resultar algo trabalhoso, entdo
recorremos a algebra linear e o conhecido de movimentos rigidos (ver [19, Ryan, 1986]).
A idéia é usar uma tranformacdo linear T que seja uma isometria tal que possamos anular
uma das coordenadas, por exemplo fazer z = 0, ou seja transportar um problema do

espago para o plano XY.

Primeiro consideraremos uma transformagdo T;. Para que ela seja uma isometria
basta levar uma base ortogonal em outra base ortogonal. Assim, tomaremos T; tal que

A
T(E) = (0,0,1), Ty(A) = (xh,yh,0) e Ty — (Ex

t
mos T2 tal que TZ(N) = (O)O;t); TZ((X/A)ylAio)) — (t’O)O) € Tz((LL,V,O)) — (O,t,O)

) = (u,v,0). Depois considerare-

z T2

\Za

T2(T1 (A

—

) = (tyoyo)

Figura 7.5: Transformagdo T =Ty o Ty
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Em outras palavras a transformagdo T; faz girar a esfera de tal modo que o pdlo &
X A
da reta | seja levado no pdlo norte, e os pontos A e (%) recaem no plano XY. A

transformacgao T, faz girar a esfera em torno do eixo-z, de modo que A coincida com

(£,0,0) e (%) com (0, ,0).

Vamos considerar a tranformagdo T = T, o T;. Ela leva uma base ortogonal em outra

ortogonal, pois:

T = 00,00 TA =005 T(2) =010

Depois de aplicar a transformacdo T temos que T(P) = (Xp,Yp,zp). Assim, as equagdes

ficam:
tzp =0

52 TP+ =

(Xp — )2 + 752 + 2% = 8°
Daqui temos que, Xp> +Yp- = t? e (Xp — t)?2 + Jp° = 52. Resolvendo o sistema temos
que:

_ 52 _ 52
Xp=1t— — € yP:Zté 1_4—t2

52 52
TP)=(t——, £64/1——, 0
2t 42

Gostariamos de determinar quais sdo as coordenadas do ponto P, para isso é necessario

Assim temos que

conhecer a transformacio inversa de T: T-!. Mas temos que T !((t,0,0)) = A,
A A
T-1((0,4,0)) = (&2 ) e T1((0,0,)) = & Portanto T-'(ey) = =, T(ez) =
EXA _ g .
< v ) e T (es3) = T Assim:
XA bza —cya a
t t2 t
T-1 _ YA CXaA —0Za E
(e1,e2,e3) t 12 t
ZA QYA — bxa c
t t2 t
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Onde T} é a matriz associada a transformacio T~ ! na base (e, e, e3). Neste caso,

(e1,e2,e3)

a base é a canodnica.

Daqui temos que o ponto P é da forma:

XA52 (bZA — CyA)6 52

_ + 1— =

AT o0 2 412

2 2

P= T—l (T(P)) — o yA6 (CXA — azA)é . 5_
YA~ e E t2 L~

za8%  (aya —bxa)d 52

_ + 1 =

AT e t2 412

E facil mostrar que (P,&) = 0, x5 +y2 + 22 = t*> e que d*(A,P) = &% Agora
para mostrar que d?(N, P) é finitamente limitada, basta observar que 0 < d?(N,P) <
d?(N,A)+d?(A,P), como A € 1y, entdo d?(N, A) é f.1. Portanto d2(N, P) é menor que

uma soma de elementos f.l.; pelo que o ponto P pertence a TT;.

Assim, podemos caracterizar dois pontos:

X _XA62 (bZA—CyA)6 1_5_2

AT g2 t2 412

_ yad?  (cxa —aza)d 52
P YA~ op t2 I~
za8%  (aya —bxa)d ) 52

AT e t2 e

_XA52 _ (bza —cya)d _6_2

AT o t2 Voo a2

— yad®  (cxa —aza)d 5?
P2 LAY t2 I~
za8?  (aya —bxa)d ) 52

AT e T t2 a2

Que sdo os pontos que estdo em ambos os lados da reta 1; com respeito ao ponto A e

encontram-se a uma distancia dada 6 dele. O

Com o lema que acabamos de mostrar, podemos garantir que sempre é possivel, em

T, construir a partir de um ponto dado e uma distdncia dada f.l. outros dois pontos,
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um a cada lado da reta em relagdo ao ponto dado.

Agora, do mesmo modo como fizemos na segdo anterior, vamos mostrar que o con-
junto TT; é um plano de Hilbert semi-eliptico ndo arquimediano. Entdo temos que
mostrar que os axiomas de Hilbert sdo satisfeitos, mas os axiomas (A) e (P) ndo. Mas
antes de mostrar isto, interpretaremos para nosso modelo as relagdes de incidéncia, estar

entre e congruéncia do Plano de Hilbert.

Sejam os pontos todos distintos A, B, C, D, E, FeTIl; C £,0, areta l; C Tl; com

polo & € £;0. Como j4 vimos, & ndo pertence necessariamente a TT;.

RELAGAO DE INCIDENCIA:
Um ponto A € 1; se, e somente se, (A, &) = 0. Dados dois pontos A, B € Ty, o pdlo da

A x B
reta H% ¢ da forma %, onde x é o produto vetorial entre A e B.

RELAGAO DE ORDEM:

Consideremos um plano IT, : z = t tangente a esfera £,0 no ponto N (pdlo norte).
Definimos a funcdo ¢ : TT; — T, da seguinte maneira: dado P € T1;, ¢(P) é a intersecdo
da semi-reta Cﬁ com TT,. Desta maneira, fica estabelecido um sistema de coordenadas
em TT,, onde O’ = $(O) = N, o eixo—x’ é dado pela intersecdo do plano XZ com TT, e

o eixo—y’ pela intersecdo do plano YZ com TIT,.

Neste sistema tem-se:

txp t'yp
P/:(b(P):( ) ’t>
N N T

Teriamos que mostrar que o ponto P’ é f.1. no plano TT,. Para isso, basta mostrar que

d(O’,P’) é f1., mas
X3 +Yp
| XptYp
t2

d?(0’,P’) =

que é f.1. pois xp e yp por hipédtese sao f.l.
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T2

Figura 7.6: A funcdo ¢

Portanto ¢ leva Tl; em um subconjunto de pontos f.1. de IT,. E TT, é isomorfo a Ty

(com F euclidiano).

Assim, se A, B, C € Tl; sdo pontos de uma reta, entdo diremos que A * B x C se

$(A) x ¢(B) + ¢(C) em TTa.

CONGRUENCIA DE SEGMENTOS:

Os segmentos AB e CD serdo congruentes se, e somente se, d*(A, B) = d?(C, D).

CONGRUBNCIA DE ANGULOS:
Sejam &3 o polo da reta ﬁ, &g 0 polo da reta %, e seja ZABC um angulo de TT;.

Entdo ZABC ¢ agudo, reto ou obtuso se (&5, &) % 0, respectivamente. Definimos

cos(Z/ABC) = (Exp Ee) _ <£ﬁ’£%>.
(s &5 - (G Esa) 12

Sejam os angulos ZABC e ZDEF eles serdo congruentes se, e somente se,

cos(ZABC) = cos(ZDEF).
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Tendo as relagOes interpretadas no modelo, podemos comegar a mostrar os 13 axio-

mas de Hilbert e mostrar o ndo cumprimento dos axiomas (A) e (P).

Teorema 7.13

I, satisfaz os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4), (C1)-(C6).

Prova: (I1): Dados os pontos A, B € TT;. Precisamos de um ponto X tal que (X,A) =
(X,B) = 0. Um bom candidato é o produto vetorial entre os pontos A e B, mas como

: « ) A xB -
queremos que ele seja um ponto na esfera, entao ele é da forma (T) . Pela definigdo

. A x B L.
de reta no modelo, a reta que tem como pélo v e é lnica.
(I2): Se 1 C TI; é uma reta, existe pelo menos um ponto A € 1, pela defini¢io de IT;.

O outro ponto pode ser obtido pela aplicagdo do lema (7.12), bastando arbitrar uma

distancia § finitamente limitada.
(I3): Basta considerar os pontos N = (0,0,t), A = (0,1,V/t*—1) e B = (1,0,Vt> —1).

(B1)-(B4): Com a funcdo ¢, I1; é levado biunivocamente em um subconjunto f.I. de

5. A relagdo “estar entre” j4 foi interpretada no modelo anterior.

(C1): Decorre diretamente da aplicagio do lema (7.12): dados os segmentos AB e uma
— =
semi-reta CD, tomando 6 = d(A, B), obtemos os pontos E; e E; na reta CD tais que

—
d(E;,C) = d(E,,C) =8 =d(A,B). Um dos pontos E; ou E, pertencerd a semi-reta CD.

(C2)-(C3): Segue diretamente da maneira como foi estabelecida a relagdo de con-

gruéncia entre segmentos foi interpretada a partir da fungdo distancia.

(C4): Este axioma vale desde que o axioma (I2) seja satisfeito para semi-retas. Ou seja,
basta construir um ponto em TT; que esteja na mesma semi-reta do angulo na esfera

£¢0, mas pelo lema (7.12) é possivel construir esse ponto.

(C5): Decorre diretamente da maneira como foi traduzida a relagdo de congruéncia
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entre angulos.
(C6): Deriva da congruéncia de tridngulos na geometria esférica.
Portanto, TT; é um plano de Hilbert. O

Para mostrar que (A) néo é satisfeito, consideremos a reta

l1 :{X S ﬂl | <X; (t’0)0)> :0}’

1

1
o 12 — t_2> e B=(0,2,Vt>—4). Por mais vezes que

copiemos o segmento AN na reta |; do mesmo lado do ponto B, nunca excederemos ao

os pontos N = (0,0,t), A = (0,

segmento NB. Logo TT; é um plano de Hilbert semi-eliptico ndo arquimediano.



Capitulo 8

Conclusao

Dada a escassez de textos didaticos sobre o estudo de estruturas ndo arquimedianas,
praticamente inexistentes na lingua portuguesa, decidimos prover um texto na medida
do possivel diddtico e esclarecedor sobre sistemas axiomdaticos em geometria, enfatizando
igualmente a importancia do uso e andlise de modelos que auxiliam na interpretagdo
de tais sistemas. Neste texto destacamos o cardcter axiomadatico que estd presente na
fundamentacdo da geometria e a importancia do papel dos modelos na validagdo e

visualizagdo de tais sistemas.

O objetivo desta dissertagdo foi o de apresentar ao leitor um estudo sobre modelos
para algumas geometrias ndo-arquimedianas, outorgando uma interpretacdo algébrica
a um sistema axiomatico que negue o axioma de Arquimedes. As geometrias ndo ar-
quimedianas consideradas aqui foram: geometria semi-euclidiana negando o axioma
arquimediano; geometria semi-euclidiana negando os axiomas arquimediano e de para-

lelismo; geometria semi-eliptica negando os axiomas arquimediano e de paralelismo.

Partindo do sistema axiomadtico conhecido como Plano de Hilbert, construimos um
modelo algébrico para este sistema baseado em um corpo qualquer, que, para nossos
propdsitos, foi tomado ndo arquimediano. O estudo feito por Saccheri, relido sob a

6tica axiomadtica de Hilbert, permitiu-nos distinguir trés regides disjuntas no universo de
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todos os planos de Hilbert, regides estas que foram denominadas plano de Hilbert semi-
hiperbdlico, semi-euclidiano e semi-eliptico. Saccheri e Legendre j4 haviam demonstrado
que, na presenca do axioma de Arquimedes, a soma dos angulos internos de um tridngulo
ndo pode exceder dois dngulos retos, o que limita as geometrias arquimedianas a uma
parte das regides semi-hiperbdlica ou semi-euclidiana do universo de planos de Hilbert.
Todavia, os modelos que estudamos referem-se a geometrias situadas exatamente nos

complementos dessas regides.

Um estudo interesante que poderia ser desenvolvido a partir deste trabalho é a
construgdo de um modelo algébrico para o plano de Hilbert semi-hiperbdlico ndo ar-
quimediano, com a finalidade de contar com a gama completa de modelos algébricos
para algumas das regides que foi particionado o universo de todos os planos de Hilbert.
Além disso, a partir do estudo algébrico-geométrico que foi exposto neste trabalho,
poderia ser desenvolvido um software de geometria dindmica que modele as situagdes
aqui abordadas. Na drea de Educagdo Matematica, seria desafiador elaborar material
didatico abordando o estudo de Geometrias ndo arquimedianas orientado a alunos de

licenciatura em matemadtica.
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Apeéendice A

Os TEOREMAS DE LEGENDRE SOBRE A SOMA DOS
ANGULOS NO TRIANGULO

Max DEHN, em Gottingen

Introducao.

A base para as pesquisas seguintes é o tratado do Prof. Hilbert sobre os Fundamentos da
Geometria. Neste é estabelecido um sistema de axiomas divididos em cinco grupos. O
primeiro grupo contém os axiomas de incidéncia - por exemplo: dois pontos distintos A
e B determinam sempre uma reta a. O segundo grupo retine os axiomas de ordem - por
exemplo: se A, B, C sdo pontos de uma reta e B estd entre A e C, entdo B também estd
entre C e A. O terceiro grupo consiste do conhecido Axioma das Paralelas (o Axioma
Euclidiano). O quarto grupo contém os axiomas de congruéncia e o quinto, finalmente,
o Axioma de Arquimedes. Este tltimo diz:

Seja A; um ponto arbitrdrio sobre uma reta entre os pontos arbitrariamente
dados A e B; construam-se, entdo, os pontos A,, Az, Ay, ... de forma que A;
esteja entre A e A,, A, entre A; e Az, Az entre Aj e Ay, etc...e os segmentos

AAl) A1A2) A2A3; ABA‘L) s

sejam todos congruentes. Entdo existe sempre na seqiiéncia A,, Az, Ay, ...
um ponto A, tal que B esteja entre A e A,,.
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Em [1], persegue-se globalmente o principio de discutir qualquer questdo que se
apresente de forma que, simultaneamente, figue provado se a sua resposta por um
caminho prescrito com certos meios restritos é possivel ou ndo. Em uma prova desta
natureza consiste o presente trabalho.

Sabidamente estabeleceu Legendre em suas pesquisas sobre a prova do axioma das
paralelas dois teoremas importantes:

1) Em um tridngulo, a soma dos trés dngulos nunca pode exceder dots dngulos
retos.

2) Quando em um tridngulo qualquer a soma dos trés dngulos € tgual a dois
angulos retos, 1sto se dd para todo tridngulo.

Ao provar estes teoremas, Legendre utilizou essencialmente o supracitado axioma de
Arquimedes. Entretanto, é possivel - Euclides contudo ndo o fez - construir uma geo-
metria sem o axioma de Arquimedes e dai levanta-se a importante questdo: valem em
tal geometria necessariamente os teoremas de Legendre? Ou em outras palavras:
€ possivel provar os teoremas de Legendre sem fazer uso de qualquer azioma de
continuidade, 1sto €, sem empregar o axioma de Arquimedes? Ocorre, como dese-
jamos mostrar a seguir, nesta relagdo uma estranha diferenca entre ambos os teoremas:
enquanto o segundo deles pode ser provado com base nos axiomas do primeiro, segundo
e quarto grupos (o terceiro grupo - o axioma Euclidiano - ndo podemos certamente uti-
lizar), o mesmo é impossivel com relagio ao primeiro teorema. Para produzir a prova a
esta afirmacdo, devemos estabelecer uma nova geometria ndo-Euclidiana, que desejamos

denominar Geometria “ndo-Legendriana”.

CariTuLo I.
Sistemas de Coordenadas e Calculo de Segmentos.

§1.

Elementos Ideais (Pontos, Retas, Planos).

Embora através dos axiomas de incidéncia se diga que duas retas distintas se podem
cortar em apenas um ponto, ndo podemos assegurar que, quando jazem em um mesmo
plano, sempre se cortem. Pelo contrdrio, podemos com o teorema do angulo externo
deduzir que, por todo ponto P fora de uma reta a, passa pelo menos uma reta b que
ndo corta a. Por outro lado, podemos projetar o plano das duas retas a partir de um
ponto, de forma que as projecdes de ambas se cortem no plano de projecdo em um ponto
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real. Desta maneira, diz-se que as retas a e b determinam um ponto ¢deal em seu plano
e uma terceira reta passa por esse ponto quando ela, na projegdo, passar pelo ponto
real. Da mesma forma, podem-se introduzir retas ideats como o encontro de planos
que ndo se interceptam, ou também como a ligagdo entre dois pontos ideais que nao
pertencam a mesma reta real. Como é mostrado nos §§ 5, 6, 7, 8 em [2], os elementos
dessa geometria estendida satisfazem todos os axiomas de incidéncia.

Nao tdo imediatamente podemos dizer o mesmo dos axiomas de ordem, pois é claro
que o conceito de “estar entre” ndo é um invariante projetivo. Por isso é impossivel
libertar-se de uma certa dose de arbitrariedade para conseguir a validade dos Axiomas
de Ordem. De modo mais simples, procedemos da seguinte maneira: () assumimos
sobre toda reta um ponto ideal como ponto normal e dizemos: A estd entre B e C
guando o par de pontos constituido por A e pelo ponto normal separa o par de pontos
B, C. Uma definigdo clara do conceito de separar é, a partir da precedente introdugdo
de elementos ideais, facil de conceber. E trivial nos convercermos de que este conceito
é invariante através de projecdes. Os pontos normais em sua totalidade tomamos como
pontos de um plano ideal - o plano normal. Em qualquer plano, os pontos normais
pertencem a uma reta ideal - a reta normal. Como conseqiiéncia destas constatagdes,
valem os axiomas de ordem para a totalidade dos elementos ideais e reais, com
excecdo dos elementos do plano mnormal.

Entdo podemos, para a nossa geometria estendida, demonstrar o teorema de De-
sargues sobre triangulos em perspectiva, o qual, dado que todas as retas se cortam,
podemos formular da seguinte maneira:

Quando dois tridngulos ABC e A’B’C’ jazem em um plano de forma que
os pares de lados correspondentes AB e A’'B’, AC e A'C’ e BC e B'C’
encontram-se em trés pontos sobre uma reta, entdo as retas que unem os
vértices correspondentes AA’, BB’ e CC’ hdo de encontrar-se em um ponto
e vice-versa.

Este teorema vale para todos os elementos de qualquer plano sem excegdo, inclusive
os elementos normais. Pois, supondo que, por causa da posigao da figura ou da posigao
dos elementos auxiliares utilizados na demonstracdo, pontos ou retas coincidam com
pontos ou retas normais, ou ainda um plano com um plano normal, tomariamos um
outro plano ideal adequado como plano normal e, considerando a posigdo especial dos
elementos da figura, demonstrariamos o teorema. Portanto, o teorema seria verdadeiro
se escolhéssemos arbitrariamente um outro plano normal.

Pois um teorema que trate apenas de intersecdes vale naturalmente de forma inde-
pendente do posicionamento especial com que nos deparemos para a ordem dos pontos

(WVeja [2], 1. c., §9.
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no espago.

Outra introdugdo de elementos ideais é dada por Schur [3], baseada no teorema da
unicidade da construgdo do quarto harmoénico. Para finalizar, observemos que é possivel
solucionar o problema de forma mais simples por um terceiro método, que se apdia
integralmente no exame do §24 de [1]. L4 é estabelecido um célculo de segmentos com
auxilio dos axiomas planos do primeiro e do segundo grupos e do teorema de Desargues.
Livremente, por motivo de simplificagdo, é empregado o axioma das paralelas, o que,
em nossa consideragao, naturalmente sempre deveremos evitar. Mas esse inconveniente
ndo é certamente uma necessidade. Com auxilio do cédlculo de segmentos é demonstrado
que a equagao da reta é linear nas coordenadas. Dai decorre facilmente que a extensao
da geometria desenvolvida acima é possivel e que, em especial, o teorema de Desargues
é igualmente vdlido na geometria estendida.

§2.

Polos e Polares.

No que se segue, assumiremos que os aziomas planos de congruéncia sdo satisfeitos
para pontos e retas “reais” e demonstraremos trés lemas no dominio estendido dos
pontos e retas do plano.

Lema 1 Todas as perpendiculares a uma reta m cortam-se em um ponto (ideal)
(veja Fig. 1).

Prova: Levantamos, por A e B, as perpendiculares l; e I, a m e tiramos por um ponto
arbitrario C sobre AB uma reta l; de forma que 1;, 1, e 13 passem pelo mesmo ponto(?).
Tiramos, entdo, por um ponto D duas retas g e g;, de forma que as retas l;, 1, e 13 as
encontrem nos pontos E, F, G e Eq, F;, Gy, respectivamente, e que m seja a bissetriz do
angulo EDE;. A construcdo deve ser feita de forma que os pontos A, B, C, D, E, F, G,
Ei, F1, e G; sejam todos reais. Suponhamos que F e F; estejam entre E e G e entre E;
e G, respectivamente.

Ligamos F com G; e E;, F; com E e G. Entdo FE; e F1E, FG; e F;G devem encontrar-
se em pontos reais O; e O,. Como, por construgdo, 1;, 1, e l3 passam por um ponto,
os tridngulos EF;G e E;FG; estdo em perspectiva e D, O; e O, estdo sobre uma reta.
Decorre entdo da congruéncia dos tridangulos DEF; e DE;F que os tridngulos DEO; e
DE;O; sdo congruentes e, por isso, os angulos EDO; e O;DE; sdo congruentes e que,

2

(®)N. do T. Na verdade, o que estd sendo demonstrado neste lema é que, se as perpendiculares 1,
e l; a uma reta m encontram-se em um ponto, entdo qualquer reta 13 que passe por este ponto serd
perpendicular a m.
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™

Fig. 1

portanto, as retas DO; 0, e m coincidem. Disso se conclui, por um simples exame de
congruéncia, que l; é também perpendicular a m. E claro como a prova se modifica
quando F ndo estd entre E e G. g

No futuro, vamos denominar pdlo de m o ponto no qual todas as perpendiculares a
reta m concorrem.

Lema 2 Os pdlos das retas que concorrem em um ponto proprio O estdo sobre
uma reta (ideal) e todo ponto desta reta € pdlo de alguma reta que passa por O
(veja Fig. 2).

Fig. 2
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Prova: Tiremos, por O, trés retas m;, m, € mz. Baixemos por um ponto real C’ as
perpendiculares a m; e m,, cujos pés denominaremos A’ e B’. Tracemos entdo uma reta
perpendicular a mz por D, de forma que cortem A’O e B’'O em A e B, que devem estar
entre A’ e O e entre B’ e O respectivamente. As perpendiculares a m; e m, levantadas
por A e B devem - como se vé de imediato - cortar-se em um ponto C real®. No
prolongamento da reta OB, tomemos OB; congruente a OB e, da mesma forma, OA;
congruente a OA e OC; congruente a OC; finalmente, prolonguemos DO até encontrar
B;A; em D;. Entdo, como se mostra por aplicagdo repetida de congruéncia: o angulo
C1B;0 é congruente ao angulo C;A;0O, o dngulo A;D;0O é congruente a um angulo reto.
Mas os tridngulos C;B;A; e CBA estdo em perspectiva. Conseqgiientemente, os pontos
de intersegdo entre C;A; e CA, C;B; e CB e A;B; e AB, ou seja, os pdlos das trés
retas m;, m, e my estdo sobre uma mesma reta. Como os pdlos de trés retas quaisquer
passando por O jazem sobre uma mesma reta, o mesmo acontecendo claramente para
todas as retas que passam por O, denomind-la-emos polar do ponto O. Reciprocamente,
seja P um ponto da polar. Tiremos por um ponto real arbitrario P’ uma reta que passa
por P e levantemos a perpendicular por O a reta PP’. Logo, o pdlo desta tiltima reta é
o ponto P. Com isto, nosso segundo lema estd completamente demonstrado. g

O lema seguinte tem seu contetiido integralmente calcado nos lemas precedentes e
nés o empregaremos mais tarde. Ele diz:

Lema 3 (Lema da Mediatriz) Levante-se, pelo ponto médio M de um segmento
AB, a perpendicular 1l e tirem-se, pelos extremos do segmento, duas retas a e b que
se encontram em um ponto real ou tdeal de l. Entdo as retas a e b formam com
a reta AB dngulos congruentes e as perpendiculares a 1 determinam segmentos
congruentes sobre a e b (veja Fig. 3).

A prova serd feita indiretamente:

Prova: Suponhamos que as semi-retas a; e b; partindo de A e B estejam de um mesmo
lado da reta AB e que o dngulo entre a; e a semi-reta AB (menor que dois retos) ndo
seja congruente ao adngulo (menor que dois retos) entre b; e a semi-reta BA. Tiramos,
entdo, por B uma reta b’ tal que sua semi-reta b, partindo de B e do mesmo lado
da reta AB, forme com a semi-reta BA um angulo congruente ao que a; forma com a
semi-reta AB.

Prolongamos AB a partir de A e B segundo segmentos congruentes até C e D e
ligamos os pontos C e D a dois pontos reais E e F sobre . Que a reta a corte CE em G
e CF em H, que a reta b’ corte DE em ] e DF em K.

(®)N. do T. Decorre do fato de as perpendiculares a m; e m, por A’ e B’ encontrarem-se em C’, B estar
entre O e B/ e A estar entre O e A’.
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a1 bl by
F
E
H
G J
C A M B D
Fig. 3

Os pontos A, B, C, D, E, F, G, H, ], K, M sdo, por hipétese ou construgdo, pontos
reais, de forma que podemos aplicar os teoremas de congruéncia. Disso se segue que as
retas JG e HK sdo perpendiculares a 1.

Portanto JG e HK cortam-se sobre a reta CD (veja Lema 1). Sobre esta tltima se
cortam também, por construgdo, ambos os pares correspondentes de lados dos tridngulos
GEJ e HFK, a saber GE e HF, JE e KF. Consequentemente estes tridngulos estdo em pers-
pectiva e as retas que unem vértices correspondentes passam por um ponto. Cortam-se,
por este motivo, as retas HG (ou a) e KJ (ou b’) sobre FE (ou 1). Em conseqgiiéncia,
b’ coincide com b e a primeira parte de nossa afirmagdo estd provada: o dngulo <xGAB
é congruente a <ABJ. Porém, que a perpendicular a 1 corta a e b segundo segmentos
congruentes, segue imediatamente dos teoremas de congruéncia. Com isto, nosso lema
estd completamente demonstrado. g

§3.

Introducao de uma Pseudo-Geometria.
1. Introducao de Pseudo-Paralelas.

Em virtude dos teoremas precedentes, vamos organizar os elementos de nossa Geo-
metria no plano em um sistema de pontos e retas e associar aos elementos deste sistema
propriedades tais que, para eles, a totalidade dos axiomas planos de incidéncia, ordem
e congruéncia seja satisfeita, inclusive o Axioma Euclidiano das paralelas. Este sistema
de elementos geométricos vamos denominar pseudo-geometria.
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Seja O um ponto real arbitrdrio de nosso plano e t a polar do ponto O (veja §2).

Definicoes 1 Pontos reais no sentido da nossa pseudo-geometria sdo todos os pontos
reais e ideais da geometria subjacente com excecdo dos pontos sobre a reta t.

Retas reais no sentido da nossa pseudo-geometria sdo todas as retas reais e

Teorema 1 Os pontos e retas reais da nossa pseudo-geometria satisfazem a tota-
lzdade dos aziomas de ordem e incidéncia e o arioma euclidiano.

Prova: Pois, através do ponto A fora duma reta a uma e somente uma reta a’ que ndo
encontra a a em nenhum ponto real da nossa pseudo-geometria pode ser tragada, a
saber a reta a’ que se encontra com a sobre a reta t. g

De acordo com isso, damos a seguinte definigao:

Definicao 1 Duas retas a e a’ que se cortam sobre a reta t denominamos pseudo-
paralelas. Em simbolos: all a’.

Além disso, demonstramos o seguinte teorema geral sobre pontos de intersegdo:

Teorema 2 Sejam uma reta g e dois pontos A; e By fora da mesma e suponhamos
que a reta A1B; corte g no ponto Y. Ligamos B; e A; a um ponto X; sobre g. As
retas A1 X; e B1X; encontram-se em uma reta arbitrdria passando por Y em A, e
B,. Ligamos As e By com um ponto arbitrdrio X, em g e AxXs e BoXs se encontram
com uma reta arbitrdria passando por Y em Az e Bs e, assim por diante. Entdao
obtemos uma quantidade arbitrdria de pares de pontos:

AL Ag ., A,
Bi,Bs,...,Bn.

Entdo afirmamos que as retas A;Ay e BiBy vdo cortar-se sobre g, sendo A; e Bi,
Ay e By dois pares de pontos totalmente arbitrdrios (veja Fig. 4).

Prova: Mostraremos primeiro que as retas A; Az e B;B3 cortam-se em um ponto X sobre
g. Os tridngulos A;B;X; e A3B3X; estdo em perspectiva, pois os correspondentes pares
de lados dos tridngulos cortam-se nos pontos A,, B, e Y sobre a reta A;B,.

Consequentemente as linhas de ligagao dos vértices correspondentes A; Az, BiBs e X; X5
passam por um ponto X; sobre g, o que queriamos mostrar. Entdo o teorema todo
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decorre facilmente, se aplicarmos agora a nossa constatagdo a seqiiéncia de pares de
pontos:

A1, Az, ..., An,

By, Bz,...,Bn.
que, devido ao que acabou de ser provado, possui exatamente as mesmas propriedades

que a sequéncia antiga. Podemos mostrar que A;A, e B;B, se cortam sobre g e, por
indugdo, mostramos que as retas A; Ay e B;By cortam-se sobre g.

Exatamente da mesma maneira concluimos, para cada par arbitrario de retas de
ligagdo A;Ay, BiBy, que elas se cortam sobre g. g

Denominamos pseudo-paralelogramo um quadrildtero cujos lados sejam dois a dois
pseudo-paralelos. Se tomarmos a reta g do teorema precedente como sendo a polar t
de O, podemos enunciar o seguinte teorema (veja Fig. 5): Se construirmos sobre o

Az Bs

Al

NN

As
Fig. 5

Bs

segmento A1B; um pseudo-paralelogramo A1B1A3B,, sobre o segmento A;By, um
novo pseudo-paralelogramos A,ByA3B3 e chegarmos, através da continuacao deste
processo, a uma sequéncia de pares de pontos:

AI;AZ)-'-’ATL)
By, Bs,...,Bn.
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entao as retas A;Ay e BiBy sdao pseudo-paralelas, onde A; e B;, Ay e By sdo dois
pares arbitrdrios destes pontos.

Quando dois pares de pontos resultam um do outro através da construgao do pseudo-
paralelogramo , como A; e B; de A; e B;, diremos que o segmento A;B; resulta do
segmento A;B; através de um deslocamento pseudo-paralelo. O seguinte fica ime-
diatamente claro: Se A;B; resulta de A;B; por um deslocamento pseudo-paralelo,
entdo A;B; resulta também de A;B; por um deslocamento pseudo-paralelo. Podemos
por isso também dizer: dois tais segmentos resultam um do outro por deslocamento
pseudo-paralelo.

2. Pseudo-Congruéncia de Segmentos.

Definigao 2 Vamos considerar dois segmentos AB e A'B’ pseudo-congruentes (em
simbolos ABaAA’B’) quando: ou esses segmentos decorrem um do outro por deslo-
camento pseudo-paralelo; ou, a partir deles, por um deslocamento pseudo-paralelo,
dois segmentos OE e OF se originam tais que a reta EF passa pelo pdélo da bissetriz
do dngulo EOF (4,

O ponto O tem no inicio deste pardgrafo significado definido.

Teorema 3 Sejam A e B dois pontos sobre uma reta a e além disso A’ um ponto
sobre a mesma ou outra reta a’. Entdo pode-se, sobre um dado lado da reta a’ a
partir de A’, sempre um e somente um ponto B’ encontrar de modo que AB (ouBA)
seja pseudo-congruente ao segmento A'B’. Todo segmento ¢é pseudo-congruente a
ele mesmo.

Prova: Como facilmente podemos por um deslocamento pseudo-paralelo fazer com que
o segmento AB resulte de si mesmo, todo segmento é pseudo-congruente a si mesmo.
De resto, vamos provar o teorema em dois passos:

a) Primeiramente vamos assumir que a e a’ ou sdo idénticas ou sdo pseudo-paralelas.
Aplicamos sobre o segmento AB um deslocamento pseudo-paralelo qualquer e
chegamos a um par de pontos A,, e B,, ndo pertencentes a reta a’. Ligamos A,, a
A’ e tracamos por B,, uma pseudo-paralela a A;;A’ que corta a’ em B;. B deve ser
um ponto real no sentido da nossa pseudo-geometria, do contrario deveria a reta

(4)N. do T. O segundo caso equivale 4 situagio em que os segmentos AB e A’B’ devem apoiar-se em
retas paralelas a t na geometria subjacente.
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An Bn
al
B A’ B]
Fig. 6

B;B., ser pseudo-paralela a reta a’, o que nédo é possivel uma vez que: B;B,,2 A’A,,
e por isso também deveria ser A’A,, 2 a’, o que ndo é o caso. Portanto A’A,, e a’
tém um ponto A’ real em comum, no sentido da nossa pseudo-geometria. Ligamos
a seguir A’ a B,, e tragamos por A,, uma pseudo-paralela A’B,,. Esta encontra a’
em um ponto B) que também é um ponto real da nossa pseudo-geometria.

Como para tais pontos os axiomas de ordem sdo totalmente satisfeitos (veja §3,
1), decorre facilmente que B; e B estdo de lados opostos da reta a’ em relagdo
a A’. Ja que, pela definicdo, os segmentos BjA’ e BJA’ sdo pseudo-congruentes
ao segmento AB, provamos a primeira parte do teorema. Poder-se-ia perguntar
ainda se nés ndo teriamos chegado a outros pontos B; e B por um outro modo
de construgdo. Vamos entdo aplicar sobre o segmento AB um outro deslocamento
pseudo-paralelo qualquer e supor que chegamos a um outro segmento A’Bj; sobre
a’. Chamemos a esta seqiiéncia de pares de pontos correspondentes:

AAA, .. A A,
BB:B,...B.Bj,

entdo consideramos a seqiiéncia de pares de pontos correspondentes

AALAL_1...A1AA ... Ay,
B/B.Bn_1...B1BB;...B,.

Decorre que ®) A A’ e B,,B! sdo pseudo-paralelas e também B} coincide com B,
ja que por um ponto B,, passa apenas uma pseudo-paralela a uma reta A,A’. Se a
seqiiéncia de pares de pontos correspondentes pela segunda maneira de construgao

se chamar _ _
AA;...A,Bi,
BB;...B,A/,

entdo consideramos a seqiiéncia de pares de pontos correspondentes

BijA.L...A1AA; .. A,
A’B, ...B;BB;...B,.

(5)Veja §3, 1 o caso especial do teorema geral acerca de pontos de intersecéo.
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E deduzimos, exatamente como antes, que B; deve coincidir com Bj. Com isso,
sob as hipdteses feitas no comego, nosso teorema estd completamente provado.

Agora, assumimos que a e a’ ndo sejam idénticas nem pseudo-paralelas. Tragamos
por O as pseudo-paralelasbe b’ aae a’.

Transportamos o segmento AB por um deslocamento pseudo-paralelo sobre b ori-
ginando o segmento OE;. Seja X um ponto sobre b’, tragamos por E; e pelo
polo da bissetriz do angulo E;OX uma reta que corta OX em um ponto real F da
nossa pseudo-geometria. Entdo, se fosse E;F OF, deveria OF passar pelo pélo da
bissetriz de E;OF e, portanto, ser perpendicular a dita bissetriz. O dngulo E;OF
seria igual a 2R o que, pela hipétese, esta excluido. Transportamos o segmento OF
por deslocamento pseudo-paralelo, como acabou de ser mostrado, para dois seg-
mentos A’B; e A’B} sobre a’, onde A’ estd entre B; e B. Entdo, pela definicio,
os segmentos A’B; e A’B) sdo pseudo-congruentes a AB e a primeira parte de
nossa afirmativa estd também, para este caso, provada. Como o deslocamento
pseudo-paralelo do segmento OF para A’B; e A’B; de acordo com a parte a) da
nossa prova é unicamente determinado, entdo sé através de uma modificagdo de
uma outra parte da nossa construgdo de transporte podemos chegar a um outro
ponto B’. Através do deslocamento pseudo-paralelo do segmento AB sobre a reta
b, chegamos, além de ao ponto E; também ao ponto E, de forma que O esteja
entre E; e E5. O fato de cada uma das semi-retas OE; e OE, formar com a reta
b’ dois angulos, conduz a duas construgées para o ponto F. Chegamos portanto,
ao todo, a quatro pontos F. Vamos mostrar que eles coincidem dois a dois: man-
temos de lado ainda dois pontos F; e F, em seguida mostramos que o segmento
OF; e OF, decorrem um do outro por um deslocamento pseudo-paralelo. Segue
dai finalmente, de acordo com caso especial do nosso teorema geral sobre ponto de
intersecdo (§3,1), que devemos chegar sempre aos mesmos pontos B; e B} através
do deslocamento pseudo-paralelo dos segmentos OF; e OF; e portanto também
por um transporte arbitrario do segmento AB sobre a’ a partir do ponto A’.

Pela hipétese (veja Fig. 7), o segmento E,O deriva do segmento E;O através
de um deslocamento pseudo-paralelo. Portanto, se tragamos por O uma pseudo-
paralela E;F; e por F; uma pseudo-paralela a OE; e ligamos o ponto de intersegdo
G de ambas pseudo-paralelas com E,, entdo pelo teorema do ponto de intersegdo,
ja frequentemente mencionado, GE, deve ser pseudo-paralela a F;O. Levantamos
por O as perpendiculares 1; e 1, a OE; e OF;.

Entdo baixamos por um ponto real adequadamente escolhido H de OG as perpen-
diculares a 1; e 1, que cortam OF; e OE, nos pontos reais | e K, respectivamente.
Entdo é facil mostrar que OG é a bissetriz do angulo E;OF; e que KJ é perpendic-
ular a OG e portanto passa pelo pélo desta reta. Entdo os tridngulos GF;E; e HJK
estdo em perspectiva, pois as retas que ligam pares de vértices correspondentes
passam por O.
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Como os lados sdo pseudo-paralelos dois a dois e se cortam sobre a reta t, entdo de-
vem também os terceiros lados E,F; e K] serem pseudo-paralelos e E;F; passa pelo
polo da bissetriz do angulo E;OF;, porque o mesmo vale para reta KJ. Chegamos
portanto, de acordo com o que estipulamos sobre transporte pseudo-congruente
de segmentos a partir de E; ao mesmo ponto F; sobre uma das semi-retas da reta
b’ como a partir de E;. Através de um transporte arbitrario do segmento AB
sobre b’ chegamos portanto ao todo a dois pontos F; e F, de forma que OF;a“~AB
e OF,a“AB e O esteja entre F; e Fs.

Além disso, tragamos (veja Fig. 8) por E; e O pseudo-paralelas a F;O e FE;.

Ligamos o ponto L de intersecdo de essas duas retas auxiliares com F,, levantamos
por O as perpendiculares a OE; e OF;, |; e l,. Baixamos por um ponto M
adequadamente escolhido da reta OL as perpendiculares a 1; e 1, que cortam OF,
em N e OE; em P, onde M, N, P sdo pontos reais. Entdo decorre, igualmente
como antes, que OL é a bissetriz do angulo E;OF; e que PN é perpendicular a
OL e portanto passa pelo pélo de OL. Os tridngulos E;LF, e PMN estdo em
perspectiva; como os pares de lados E;L e PM, E;F; e PN por construgao ou por
hipdétese se cortam sobre a reta t, vale o mesmo para o terceiro par de lados. Por
isso LF, e MN sdo pseudo-paralelas e finalmente, também LF, e OFE;.

Fig. 8

Os segmentos F;O e F,O derivam um do outro por deslocamento pseudo-paralelo,
como queriamos demonstrar. g
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Teorema 4 (® Quando um segmento AB é pseudo-congruente ao segmento A'B’
e também ao segmento A”B”, entdo os segmentos A'B’ e A”B” sdo pseudo-
congruentes. Em simbolos: Quando

ABaA'B’,
e
ABaA”B”
também cumpre-se
A/B /%AHB 1

Como estd claro que, quando dois segmentos A’'B’ e A”B” decorrem de um terceiro
através de um deslocamento pseudo-paralelo, entdo também A'B’ e A”B” decorrem um
do outro por um deslocamento pseudo-paralelo. Precisamos apenas provar o seguinte:

Se temos trés retas passando por um ponto O (veja Fig. 9) e sobre as mesmas
respectivamente os pontos A, B e C e se a reta AB passa pelo pélo da bissetriz do dngulo
AOB e areta AC pelo pdlo da bissetriz do dngulo AOC, entdo BC passa também pelo
polo da bissetriz do dngulo BOC.

CA
LA
O

Fig. 9

Se transportarmos sobre OA, OB e OC os segmentos reais congruentes OA’, OB/,
OC’ entdo, como é facil mostrar, as retas A’B’, B'C’ e C'A’ passam pelos pdlos das
bissetrizes dos dngulos AOB, BOC, AOC. Os tridangulos ABC e A’B’C’ estdo em pers-
pectiva, entdo seus vértices estdo sobre trés retas que passam por O. Conseqiientemente
cortam-se os pares de lados correspondentes sobre uma reta. Como AB e A’B’, AC e
A’C’ por hipdtese e construgio se cortam sobre a polar de O entdo BC e B’C’ sobre esta
mesma polar se cortam. Entdo o ponto de intersecdo de B’C’ com a polar de O é o pélo

(6) Compare-se com [1], §6. Segundo axioma de Congruéncia
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da bissetriz do dngulo B’OC’; conseqlientemente BC também passa, como afirmado,
pelo pdlo da dita bissetriz. g

Teorema 5 (V) Sejam AB e BC dois segmentos sem ponto comum na reta a e além
disso A'B’ e B'C’ dois segmentos sem ponto comum sobre a mesma ou outra reta
a’. Se ABaA'B’ e BCasB'C’ também é ACaA'C’.

Novamente podemos-nos restringir a prova do teorema, como facilmente visivel,
quando se trata de um transporte pseudo-congruente sobre retas diferentes passando
por O (veja Fig. 10).

Hipétese:
ODaOC,
DFaCE
Afirmativa:
OFaOE

Transportamos através de deslocamento pseudo-paralelo DF e CE sobre segmentos com
uma mesma extremidade comum O, sendo A e B os outros extremos, onde A e B estao
sobre semi-retas OC e OD. Tragamos por B uma pseudo-paralela a OA e por A uma
pseudo-paralela a OB, que se cortam em G.

Ligamos GaEeF, AaD, D aC, entdo por hipétese e construgdo AD e GF, BC e GE,
DC e BA sdo pseudo-paralelas. As dltimas duas retas passam pelo pdélo da bissetriz do
angulo AOB. Por uma construgdo auxiliar (ela é indicada na figura), semelhante ao que
se acabou de provar(®, na qual como pontos auxiliares apenas pontos reais aparecem,
provamos que G e H pertencem a bissetriz do angulo AOB. Portanto os tridngulos HAB
e GEF estdo em perspectiva, e como os pares de lados FG e AH, EG e BH cortam-se
sobre a reta t, entdo devem também AB e EF cortar-se sobre t, sendo portanto pseudo-
paralelas. BA passa pelo pélo da bissetriz do angulo AOB. O mesmo vale também para
EF. Conseqientemente FOa'EO, o que era para demonstrar. g

3. Pseudo-Congruéncia de Angulos.
Definicao 3 Definimos O conceito “4ngulo” na nossa pseudo-geometria exatamente

como na geometria subjacente, sé que naturalmente o vértice e os lados podem ser
quaisquer pontos e retas reais no sentido da nossa pseudo-geometria.

(") Compare-se com [1], 86. Terceiro axioma de Congruéncia.

(8) Observe-se a perspectividade 1) dos tridngulos ABG e JKG’; 2) dos tridngulos com os lados CB,
BM, MJ, respectivamente DA, AL, LK e a perspectividade daif decorrente dos tridngulos CHD e JH'K
(Suposto é: JG' 1 AG, KG 1 BG, MJ 2 BC, LK AD, LM 2 AB)
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Fig. 10

Pelo vértice A do dngulo BAC (veja Fig. 11) tragamos uma reta arbitraria AD, por
D duas semi-retas DF e DE pseudo-paralelas a AB e AC, de tal forma que, se a reta
AD separa as semi-retas AB e AC, a mesma separa também as semi-retas DE e DF e
reciprocamente. Além disso, tragamos por D uma reta DG e continuamos da mesma
maneira chegando, finalmente, a um angulo YXZ. Entdo queremos dizer que o angulo
X YXZ deriva do angulo <BAC por deslocamento pseudo-paralelo.

G H
Fig. 11

Entdo o seguinte fica imediatamente claro: se <-YXZ deriva de <*BAC por desloca-
mento pseudo-paralelo, entdo SBAC deriva de <tYXZ por deslocamento pseudo-paralelo.
Podemos por isso dizer: dois tais dngulos derivam um do outro por deslocamento
pseudo-paralelo.
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Defini¢ao 4 Dois angulos ABC e A’B’C’ denominamos como pseudo-congruentes (em
simbolos ¥ABCasxA’B’C’) quando: ou estes dngulos derivam um do outro por um
deslocamento pseudo-paralelo ou a partir deles dois dngulos EOF e GOH com vértice
comum O por deslocamento pseudo-paralelo derivam, que sdo congruentes no sentido
da geometria subjacente.

Assim valem, como facilmente se pode ver, os seguintes teoremas (¥:

Sejam dados um dngulo <BAC e uma reta a’ assim como um determinado lado
de a’. Se B’ é um ponto da reta a’ entdo existe uma e somente uma semi-reta C'A’,
onde A’ é um ponto de a’, de forma que o dngulo BAC (ou CAB) seja pseudo-
congruente com o dngulo B’A’C’ e ao mesmo tempo todos os pontos interiores do
dangulo B’A’C’ estejam do lado determinado a’. Todo dngulo é pseudo-congruente
a st mesmo.

Quando um dngulo BAC € pseudo-congruente tanto ao dngulo B'’A’C’ quanto
ao dngulo B"A"C"” entdo o dngulo B’A’C’ é pseudo-congruente ao B”A”C".

4. O Primeiro Teorema de Pseudo-Congruéncia.

Definicao 5 Dois tridngulos se chamam pseudo-congruentes quando seus lados e an-
gulos respectivos sdo pseudo-congruentes.

Teorema 6 (19 Se, em dois tridngulos, dois lados e o dngulo por eles compreen-
didos sao pseudo-congruentes, entao as partes restantes em ambos os tridngulos
sao pseudo-congruentes.

Dividimos a prova em duas partes:

a) Sejam-nos dados um tridngulo ABC (veja Fig. 12) e um ponto arbitrario A’.
Ligamos A a A’ e tragamos por A’ pseudo-paralelas a AB e BC, que cortam as
pseudo-paralelasa AA’ por Be C em B’ e C’, respectivamente. Entdo os tridngulos
ABC e A’B’C’ estdo em perspectiva, pois AA’, BB/, CC’ passam por um ponto.
Como, no em tanto, AB e A’'B’, AC e A’C’ sdo pseudo-paralelas, entdo BC e B’C’
também o sdo. Disso se segue que os lados e dngulos no tridngulo A’B’C’ séo
pseudo-congruentes aos correspondentes no tridngulo ABC.

Portanto: pode-se a cada tridngulo encontrar um outro pseudo-congruente de tal
forma que um vértice coincida com um ponto arbitrariamente pré-estabelecido.

9)Veja [1] §6, quarto e quinto axiomas de congruéncia
(19 Veja [1] §6, sexto axioma de congruéncia e §7, teorema 10.
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Fig. 12

b) Suponhamos que em dois tridngulos dois lados e dngulo por eles compreendido
sejam pseudo-congruentes. Entdo nés os substituimos de acordo com o caso a)
por tridngulos pseudo-congruentes, de forma que os vértices dos angulos pseudo-
congruentes caiam no ponto O. Sejam O, A; e By, O, A, e B, seus vértices (veja
Fig. 13). Entdo por hipdtese:

OAl%OAz, OBl%OBz, <IBlOA1%<IBzOA2

Suponhamos que B;O e B,O ndo sejam separados por A;O e A,O. Se provamos
nosso teorema para este caso, entdo outro caso, em que B;O e B,O sdo separados
por A;O e A;0O, também procede.

Podemos transportar o tridngulo A;OB; em um outro A;OB; pseudo-congruen-
temente situado de tal forma que os pares de lados correspondentes nao se separem.
Entdo A,O e B,O ndo serdo separados por A;O e B;O e podemos provar que os
tridngulos A;OB; e A,OB, e conseqiientemente também A;OB; e A,OB, sdo
pseudo-congruentes. Pois de acordo com teoremas anteriores vale o teorema: Se
dois tridngulos sdo pseudo-congruentes a um terceiro tridngulo, entdo eles sdo
pseudo-congruentes entre si.

Por aquelas hipdteses tragamos por A; uma pseudo-paralela a B;O, por A, uma
pseudo-paralela a B,O, por O pseudo-paralelas a A;B; e A3B,, que se cortam
respectivamente em C; e C,. Ligamos A; a Ay, B; a B, e prolongamos A;B; e
A,B, até que se cortem em O,, C;A; e C5A, até que se cortem em O;. A;A, entdo
pseudo-paralelo a B;B,, pois essas duas retas passam, por hipdtese, pelo pélo da
bissetriz comum dos angulos B;OB; e A;OA,. Conseqiientemente os tridngulos
A10:;A, e B;OB, estdo em perspectiva, pois os seus lados se cortam sobre a reta t,
e O, O; e O, jazem sobre uma reta. Portanto estdo também os tridngulos O,A; A,
e OC;C, em perspectiva e C;C,, A;A; e B1B; sdo pseudo-paralelos. Vamos agora
mostrar, que a reta O0;0, passa pelo pdélo das ultimas trés retas nomeadas, isto é
coincide com a bissetriz comum dos angulos A;OA, e B;OB,; além disso também,
que O0;0, divide ao meio o angulo C;0C,.

Transportamos de forma pseudo-congruente o segmento OB; até Bs sobre a reta
OA;, o segmento OB, até B, sobre OA,, o segmento OA; até Az sobre OBy, o
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b RN
AV-ANN

Fig. 13

segmento OA, até A, sobre OB,. Entdo A3A4, B3sBs, Bi1By e AjA,, — BBz e AjA3,
- B,B4 e Ay Ay sdo pseudo-paralelas. Prolongamos A; Az e AsA, até que se cortem
em D, B;B3 e BB, até que se cortem em E; entdo os tridngulos A3;DA, e B;EB,
estdo em perspectiva. Conseqiientemente E, D e O jazem sobre uma reta. Por
outro lado, os tridngulos A;B; A3z e A;ByA, estdo em perspectiva, pois seus vértices
correspondentes estdo sobre retas pseudo-paralelas. Em conseqiiéncia O, O, e D
estdo sobre uma reta e também os cinco pontos O, O;, Oy, D, E. Se tivermos
agora um tridngulo FGH, cujos vértices G e H jazam sobre A;O e A,O (ou sobre
B;0 e B,0O) e cujos lados sdo respectivamente pseudo-parelelos as retas A;Aj;,
AsA4 e AjA,, entdo o vértice F do tridngulo estd sobre a reta DEO, pelo teorema
de Desargues, e nosso objetivo estard alcangado se pudermos mostrar que FO € a
sabida bissetriz. Estad claro que, se ndo ocorrerem casos excepcionais, que pode-
mos sempre encontrar um tridngulo com pontos reats F, G, H como vértices que
satisfaga essas condigOes. Posicionamentos excepcionais de ambos os tridngulos
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que estamos investigando podem ser tratados de tal maneira que transformamos
um dos dois tridngulos pseudo-congruentemente em um outro arbitrdrio e que de-
pois escolhemos esse novo como a base de nossas consideragdes. Se temos um tal
tridngulo FGH é facil mostar que FO é bissetriz do dngulo GOH. (Observe (veja
Fig. 13) que, OG = OH = OG’ = OH/’, pois por construgdo GH e G'H’ sdo per-
pendiculares a bissetriz comum dos dngulos A;OA, e B;OB,). Conseqgiientemente
C;C, passa pelo pélo de O;00,. Além disso, escolhemos um ponto real adequado
] sobre O,0 e tragcamos por | pseudo-paralelas a A;B; e A;B, que cortam OA;
e OA, nos pontos reais K e L, respectivamente. Entdo segue-se, pelo teorema de
Desargues, que KL é pseudo-paralela a A;A, e, portanto, perpendicular a OO,.
Porque OO, é a bissetriz do angulo A; OA, segue imediatamente que o angulo KJO
é congruente ao dngulo LJO. Se baixarmos por O perpendiculares a JK e JL, sendo
M e N respectivamente os pés destas perpendiculares, entdo por hipétese OM e
ON sdo perpendiculares a OC; e OC, respectivamente. Entdo os tridngulos MJO
e NJO sdo congruentes; em conseqiiéncia, o dngulo C;00; é congruente ao dngulo
C,00,, pelo que precede. Portanto, pela nossa definicdo de pseudo-congruencia,
C;0 ¢é pseudo-congruente a C,0 e A;B; é pseudo-congruente a A;B,. Como
JA;0C; = <A,0C,, segue das nossas definicbes sobre pseudo-congruéncia de
angulos que <OA1B;AxA3B,0. Da mesma forma, mostramos finalmente que os
angulos A;B;0 e A,B,0 sdo pseudo-congruentes. Assim demonstramos comple-
tamente o primeiro teorema de pseudo-congruéncia. g

Convencer-nos-emos facilmente de que, a cada um dos axiomas de congruéncia (veja

[1] §6), corresponde um dos teoremas sobre pseudo-congruéncia previamente demon-
strados; por isso podemos resumidamente enunciar o seguinte teorema:

Os elementos da nossa pseudo-geometria, com exce¢do dos elementos da reta t,

satisfazem todos os ariomas da Geometria Euclidiana habitual, inclusive o azioma

das paralelas e a reta t faz o papel da reta “ideal” ou “infinitamente afastada”.

§4.

Introducgao do Calculo de Segmentos.

Como até agora os nossos teoremas nunca dependeram dos objetos aos quais eles,
através da nossa linguagem geométrica, sdo referidos, mas apenas dos axiomas, ou
seja das propriedades que postulamos a partir desses objetos, entdao tudo o que estiver
provado ou se puder provar na geometria habitual estard satisfeito na nossa pseudo-
geometria. Daqui em diante vamos fazer deles o mais abrangente uso.

Por exemplo, podemos imediatamente enunciar o teorema:
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A soma dos dangulos em um qualquer tridngulo é pseudo-congruente a dois
retos.

Entretanto queremos igualmente introduzir o cédlculo de segmentos como Hilbert
o fez em no capitulo III de [1]. Este cédlculo possibilita fundamentar a Teoria das
Proporgdes e construir uma espécie de geometria analitica, sem fazer uso do Axioma de
Arquimedes, que quisemos excluir em toda a nossa pesquisa.

O qudo facil agora consegue-se proceder, vamos imediatamente reconhecer nas provas
dos seguintes teoremas:

1) As trés alturas em um tridngulo se encontram em um ponto também na geometria
nao euclidiana.

Prova: Se colocarmos o ponto O em um vértice do tridngulo, entdo todas as al-
turas ou sdo perpendiculares as retas que passam por O ou sdo elas mesmas retas
que passam por O. Em conseqiiéncia eles também sdo perpendiculares em nossa
pseudo-geometria, entdo devem-se encontrar em um ponto como se queria mostrar.

]
2) No teorema de Pascal sobre o hexdgono apoiado em um angulo.

Prova: O mesmo pode ser demonstrado, como é mostrado em [1] com base no
calculo de segmentos. Como, na verdade, ele é um teorema puro sobre intersecoes,
entdo ele vale imediatamente em nossa geometria. Com isso conseguimos uma
prova do teorema de Pascal baseada nos axiomas dos grupos I, II e dos axiomas
planos do grupo IV (1.

Através do teorema de Pascal podemos fundamentar a geometria projetiva, cujos
teoremas doravante usaremos freqiientemente.

Além disso escreveremos no futuro: em vez de congruente, igual (=); em vez de
pseudo-congruente, pseudo-igual (=) e definiremos de maneira conhecida (*?), o que se
deve entender quando dizemos que um segmento a é menor que b (a < b), pseudo-
menor que b (a < b), maior que b (a > b) ou pseudo-maior que b (a > b).

Podemos enunciar o resultado principal de nossa pesquisa até agora da seguinte
maneira:

(10O caso particular do teorema de Pascal no qual a reta de Pascal é a reta infinitamente distante é
utilizado para construgio para o calculo de segmentos em [1]. O caso geral do mesmo é deduzido mais
simplesmente através do calculo de segmentos. Uma prova do teorema de Pascal utilizando todos os
axiomas dos grupos I, II, IV é dada por Schur em [3].

(12)Veja [1], Cap. III, §15.
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Todos os teoremas puros sobre pontos de intersecao que se podem provar a
partir dos grupos de axiomas I, II, III, IV sequem também, prontamente, dos
grupos I, II, IV, isto é sem azioma das paralelas.

CariTuLo II.
Congruéncia e Projetividade.

§5.

Teorema Fundamental.

Definicao 6 Se associarmos a cada ponto real A,B,C,... de uma reta g um ponto
real Ay, By, Cy,... da mesma reta g, de forma que o segmento entre dois pontos reais
arbitrarios seja congruente ao segmento entre os pontos correspondentes, chamaremos
a seqiiéncia de pontos de congruente.

Decorre facilmente, que duas seqiiéncias congruentes de pontos ou decorrem uma
da outra através de um deslocamento congruente ou através de uma reflexdo em torno
de um ponto real arbitrario da reta g seguido de um deslocamento congruente. (As
expressoes reflexdo e deslocamento congruente devem ser entendidas no sentido usual).

Entdo enunciamos o seguinte teorema fundamental que relaciona congruéncia e pro-
jetividade:

Se A,B,C,... e A1,B1,Cy,... sdo sequéncias congruentes de pontos sobre g,
entdo elas dertvam uma da outra através de repetidas projegées (entdo elas estdo
relacionadas por projetividade).

X
TN S AW
Y

Fig. 14

A reflexdo em torno de um ponto S (veja Fig. 14) de g pode ser implementada
através de duas projecoes.
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Levantamos em S a perpendicular XSY e projetamos a seqiiéncia de pontos A, B, ...
do pélo da bissetriz do angulo XSW sobre a reta XSY; projetamos a seqiiéncia de pontos
A, B,... resultante do pélo da bissetriz do d&ngulo XSZ novamente sobre g. A seqiiéncia
de pontos A’,B’,... que assim surge é portanto o reflexdo da seqiiéncia A,B,... em
torno do ponto S, como queriamos demonstrar. Por isso podemos restringir a nossa
prova a sequéncias de pontos tais que, através de deslocamento congruente ao longo do
segmento v, decorrem uma da outra.

Sejam (veja Fig. 15) A e O pontos reais sobre a reta g e AO maior que o segmento
de deslocamento v.

Fig. 15

Entdo tragamos por O uma segunda reta g; e transportamos sobre a semi-reta a
partir de g;, que forma com OA um angulo agudo, o segmento congruente a OA até
As.

Além disso transportamos o segmento de deslocamento v a partir de O até P, onde
P estd entre O e A; sobre OA3;. Unimos entdo o ponto A a P, levantamos pelo ponto
médio M de PA uma perpendicular que corta OA3 no ponto real ou ideal O; e ligamos
A a O; através da reta g,. Afirmamos agora: se projetarmos sobre g; a sequéncia
de pontos A, B, C,... de g a partir do pélo da bissetriz do dngulo A3OA, obtendo os
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pontos As, B3, Cs, ...; projetamos estes a partir do pélo de MO; sobre g, e obtemos
a sequéncia de pontos A,, By, Cs,...; projetamos finalmente esta a partir do pélo da
bissetriz do angulo (gs, g) entdo obtemos uma dentre as duas seqiiéncias de pontos
A1, B1,Cy,..., com o exigido segmento de deslocamento v, dependendo do lado a partir
do qual deve ser deslocado.

Pelo lema anteriormente provado (§2) sobre as mediatrizes, AA; é congruente a AA,
que é congruente a PA; que é congruente (por construgdo) ao segmento v, ao longo do
qual cada ponto de g deve ser deslocado. Por outro lado AB é congruente a A3Bs que é
congruente A;B, que é congruente a A;B; e, porque o mesmo vale para os pontos C, D,
etc. as seqiiéncias de pontos A, B,... e Ay, By,... sdo congruentes. Por outro lado elas
decorrem uma da outra através de multiplas projecdes, com o que nosso teorema estd
provado. g

Dai decorre imediatamente que seqiiéncias congruentes de pontos sobre duas retas
arbitrarias diferentes estdo relacionadas por projecdo. Pode-se, pois, pelo que foi dito
anteriormente, projetar congruentemente cada reta sobre qualquer outra que a corte.
Com isso antecipamos a seguinte definicdo de seqiiéncias congruentes de pontos sobre
retas distintas:

As sequiéncias de pontos A, By, ... sobre a reta a; e A,, B,,... sobre a reta a, sdo
congruentes quando:

A]_B]_ = A2B2, A]_C]_ = A2C2, B]_C]_ = Bng,

§6.

Relacao entre Congruéncia e Pseudo-Congruéncia.

Como o teorema da invaridncia da razdo anarmonica por projecao pode ser facilmente
provado com base na teoria das proporgdes, entdo decorre do teorema do pardgrafo
precedente que duas quaddruplas congruentes de pontos, cada uma sobre uma reta,
possuem razdes anarmonicas correspondentes pseudo-iguais. Vamos a empregar este
fato na prova do seguinte teorema:

Sejam A e A; (veja Fig. 16) pontos reais sobre a reta n que passa por O e OA
(ou a) congruente ao segmento AA; (ou a;); além disso, sejam BB; dois outros
pontos arbitrdrios sobre a mesma ou outra reta m passando por O e OB (ou b)
congruente a BB; (ou by). Entdo afirmamos: se
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™|

Fig. 16

entdo

S8
QY
3

Como sabemos que os segmentos congruentes transportados a partir de O sdo tam-
bém pseudo-congruentes, podemos visivelmente restringir nossas consideragdes a uma
reta m passando por O. Provaremos primeiro o seguinte teorema auxiliar:

Se B, B;, B’,B; sdo pontos reais sobre uma reta m que passa por O e se BB; (ou
b1)= B'B{ (ou b’)= OB (ou b), e se cada um dos pontos B e By, B’ e B{ jaz do mesmo
lado de m a partir de O, afirmamos que: se

b

QY

bl)

entao
b /

o
AQY

Pelo motivo acima mencionado, podemos supor que B’ pertence ao lado BO de m.
Seja, além diss, OB congruente e pseudo-congruente a OB; entéo

(E)O;B;B/) € (O,B,B]_,B]/_)
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sdo quédruplos de pontos congruentes, e por isso:

BO-B'B OB :B{B;
BB-B’O OB, -B/B

ou:

OB - BB,
B;B ~ 2B'O
! B’O - (20B — OB;) + OB; - OB
de
OB & BB,
segue entao:
OB - BB;
B/B & 2BO~— %
= OB, - OB’
BB & BO.
Disso segue imediatamente que:
= 1w/
b 5 b

b &b,

também

Escolhamos entdo, para demonstrar o teorema principal, como ponto B’ a extremi-
dade do segmento a transportado sobre OB a partir de O do mesmo lado que b. Entéo
BB; e congruente ao segmento a. Se entdo:

se designarmos por a’ o segmento BB;. Disso decorre novamente que

= 1w/
b’ib
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e por isso também

b & by

ALY

com o que nosso teorema estd provado. g

Vamos entdo apresentar uma segunda prova muito simples para este teorema, prova
esta que nos conduzird ao alguns resultados interessantes e importantes.

Perguntamo-nos sobre os pontos duplos de duas seqiiéncias congruentes de pontos
sobre a mesma reta.

A origem O do sistema de coordenadas posicionamos sobre a reta m, que queremos
tratar. Entdo transportamos a partir de O para ambos lados da reta m um segmento a
até A e A respectivamente, e a partir de A um outro segmento a; congruente a a até A;.
Associamos aos pontos AOA os pontos OAA;; determinamos entio duas seqiiéncias con-
gruentes paralelas de pontos. Sabemos entdo que a razdo anarmoénica de uma quédrupla
de pontos de uma sequéncia deve ser pseudo-igual a razdo anarmonica correspondentes
a quadrupla de pontos da outra sequéncia. Conseqiientemente a coordenada x de um
eventual ponto duplo deve satisfazer a seguinte condigdo:

X—a apx

~
~

x+a alx+a+a)

ou: \
, _ a’(a+ai)
X —
a—ag
Nao vamos mais nos ocupar com a questao de existéncia dos pontos duplos; entretanto

demonstraremos o seguinte teorema importante:

As coordenadas dos pontos duplos de todos os pares de sequéncias de pontos
congruentes e paralelas sobre uma mesma reta satisfazem uma e a mesma pseudo-
equacao.

Se b é qualquer segmento transportado a partir de O até B e BB; (ou b;) é congruente
a OB, entdo deve ser:
a’(a+a;) _ b?*(b+by)
a—a; - b— b]_

com o que nossa afirmacdo estd correta. Assumimos por simplicidade que B e B; jazam
sobre o mesmo lado de m a partir de O que A e A;. Sejam B e A’ pontos da reta m,
tais que OB seja congruente e pseudo-congruente a OB, BA’ (ou a’) seja congruente a
OA e B esteja entre O e A’ (veja Fig. 17). Entéo

(B)O’A’B) € (O)B)A/)Bl)
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além disso
(A)O’A’B) € (O)A)AI’A/)

sdo quadruplas congruentes de pontos.

[ | | I
B A (@] A B A1 A’ B

Fig. 17

Disso se seguem as duas relagOes seguintes:

b—a _ b(b—a)

2a  a’(by+b)’

b—a a(b+a’"—a;—a)
b+a a;(a’+b)

Pela eliminagdo de a’ nestas duas pseudo-equacgdes decorre uma relagdo entre a, a;, b
e by, que se pode, apds facil manipulagdo, reconhecer como idéntica a relagdo imposta

acima:
a’(a+a;) _ b?*(b+by)

a—a; b—b]_

com o que o nosso teorema estd provado. g

Desta simples relagao segue imediatamente o teorema principal deste pardgrafo para
o qual desejdvamos apresentar uma segunda prova. Das pseudo-equagdes introduzidas,
decorre o seguinte:

Se a > a; entdo o lado esquerdo da equagdo é positivo, entdo o lado direito da
equacgao deve ser positivo e b > b;. Igualmente decorre que:

a<ajp:

b<b;

e finalmente
a~aj:

b%b]_,

com 0 que nosso objetivo estd alcangado. g

§7.

O Segundo Teorema de Legendre.

O teorema demonstrado no parafrafo anterior conduz-nos diretamente aos seguintes
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fatos fundamentais:

Se em um triangulo qualquer a soma dos angulos € menor a dois angulos

retos, entdo em todo tridngulo a soma dos angulos é menor a dois
angulos retos.

Se em um triangulo qualquer a soma dos dngulos € igual a dots angulos
retos, entdo em todo triangulo a soma dos dngulos € igual a dois angulos
retos.

Se em um triangulo qualquer a soma dos angulos € mator a dois angulos
retos, entdo em todo tridngulo a soma dos dangulos é maior a dois
angulos retos.

O segundo dos trés teoremas ndo é sendo o conhecido segundo teorema de Legen-
dre, que no entanto foi provado por Legendre com auxilio da continuidade (ou seja a
utilizagdo do axioma de Arquimedes).

Prova: Consideremos um tridngulo arbitrdrio e baixemos por um vértice do mesmo a
perpendicular ao lado oposto. Vemos de imediato que a soma dos dngulos no tridngulo
serd menor, igual ou maior que dois angulos retos, conforme um desses casos aconteca
simultaneamente para ambos os tridngulos retdngulos parciais. Podemos entao restringir
a nossa consideracdo a tridngulos retangulos.

Por transporte congruente, podemos supor que o vértice do angulo reto do tridngulo
considerado coincide com a origem do sistema de coordenadas. Sejam A e B os outros
vértices. Vamos mostrar que, acontecendo a primeira, segunda ou terceira hipéteses do
teorema no paradgrafo precedente, a soma dos angulos no tridngulo OAB serd menor,
igual ou maior que dois dngulos retos. Com isso ficard provado que todo outro tridngulo
arbitrdrio terd soma dos angulos menor, igual o maior a dois angulos retos.

Para isso precissamos mostrar apenas (veja Fig. 18, 19, 20), que cada um dos
angulos OAB e OBA, transportado congruentemente para O, tornou-se pseudo-menor
(permaneceu pseudo-igual ou tornou-se pseudo-maior), de acordo com a hipdtese assum-
ida; pois a soma dos angulos no tridngulo OAB é, como sabemos, pseudo-congruente
a dois angulos retos e, para angulos com vértice em O, congruéncia significa 0 mesmo
que pseudo-congruéncia.
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B B B
/ G F
.G
A C D 0 A cC=D o) " - o

Para este fim, dividimos OA ao meio em C e transportamos pseudo-congruentemente
CA a partir de O até D; entdo, pela nossa hipétese, D estd entre O e C (ou D coin-
cide com C, ou C estd entre O e D). Além disso levantamos por C uma perpendic-
ular e ligamos o ponto de encontro F desta perpendicular com AB a O; da mesma
forma levantamos por D uma perpendicular, que cortard em G a perpendicular a OB
levantada por F. Entdo DGaCF. O tridngulo ACF é congruente ao tridngulo OCF,
conseqiientemente, o dngulo OAB é congruente ao angulo DOF; e o tridngulo ACF é
pseudo-congruente ao tridngulo DOG, portanto o dngulo OAF é pseudo-congruente ao

angulo DOG e <DOF { % } <DOG. Por conseguinte, o dngulo OAB, que transporta-

mos congruentemente ao dngulo AOF, ficou pseudo-menor, (permaneceu pseudo-igual,
ficou pseudo-maior), como devia ser demonstrado. O mesmo se segue para o angulo
OBA. Em conseqiiéncia, a soma dos angulos em todos os tridngulos serd, dependendo
da hipdétese que escolhamos, § 2R, o que no inicio haviamos afirmado. 1

CapiTuro III.
Relacgoes entre as Hipoteses sobre a Soma dos Angulos no
Triangulo e as Hipoteses sobre Paralelas.

§8.

A Geometria nao-Legendriana.

O assim chamado primeiro teorema de Legendre, como mencionado na introdugao,
diz que a soma dos angulos em um tridngulo nunca pode ser maior que dois retos.
Convencemo-nos facilmente de que, com os métodos empregados até agora, a prova
deste teorema ndo se pode produzir. Resta investigar se, de alguma forma, é possivel
prové-lo sem auxilio do axioma de Arquimedes. Se fosse impossivel, isto significaria que
as trés hipdteses distintas sobre existéncia e quantidade de retas que passam por
um ponto e ndo cortam uma reta ndo coincidem com as trés hipdteses diferentes
sobre a grandeza da soma dos dngulos de um trid@ngulo. Sabidamente segue-se, com
auxilio da continuidade, que a soma dos angulos no tridngulo é maior, igual ou menor
que dois retos, dependendo de se, por um ponto a uma reta, nenhuma, uma ou infinitas
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paralelas existam; ou seja cada uma das trés diferentes hipéteses coincide com as outras
trés em toda geometria Arquimediana. Primeiramente vamos mostrar que existe uma
Geometria na qual, a partir de um ponto, infinitas paralelas a uma reta sdo possiveis e,
apesar disso, a soma dos angulos é maior que dois retos. Com isso fica demonstrada a
impossibilidade de provar o primeiro teorema de Legendre e mostrado que a hipdtese
do dngulo obtuso, como Saccheri a nomeia, ndo coincide com a hipotese da finitude
das retas. Em continuagdo, vamos provar ainda alguns teoremas que deverao esclarecer
a conexdo entre os dois grupos de hipdteses.

No que se segue, vamos tomar por base o dominio dos nimeros complexos Q(t),
que é introduzido no §12 de [1], para construir uma geometria “ndo-Arquimediana”.
Vamos repeti-lo aqui brevemente: ()(t) é o dominio de todas as funcdes algébricas em
t, que derivam de t através das quatro operagdes de adigdo, subtragao, multiplicacdo e
divisdo e da quinta operacdo v/1 + w?, onde w é uma fungdo qualquer oriunda dessas
cinco operagdes. Encaramos entdo as fungdes do dominio Q(t) como uma espécie de
ntimero complexo, para os quais as operagoes aritméticas habituais sdo todas validas.
Além disso dizemos que, se a e b sdo dois nimeros distintos neste sistema de nimeros
complexos, o nimero a é maior ou menor que b (a > b, a < b) conforme a diferenga
¢ = a—Db, como fungdo de t, para valores positivos suficientemente grandes seja sempre
positiva ou negativa. Por essa constatagdo, concluimos que as leis habituais que dizem
respeito as relagdes de “maior” e “menor” sdo também satisfeitas neste sistema de
nlumeros complexos.

A partir destes ntimeros, construimos uma Geometria plana: imaginemos um sistema
de pares de nimeros do dominio Q(t) como um ponto e as triplas de trés nimeros
arbitrarios (w:v:w) de Q, sendo u e v ndo simultaneamente nulos, como uma reta.
Além disso, se esses niimeros satisfizerem a equagao:

ux+vy+w=20

dizemos que o ponto (x,y) estd sobre a reta w:v:w. Se consideramos as constatagdes
sobre ordem dos elementos e transporte de segmentos e dngulos, como na geometria
analitica habitual, surge entdo uma geometria na qual a totalidade dos axiomas é sat-
isfeita, com excegdo do axioma de Arquimedes.

Nesse plano ndo-Arquimediano, vamor contruir primeiramente uma geometria “e-
liptica” ou “Riemanniana”. Isto pode, como se sabe, suceder-se da seguinte forma:

Estabelecemos como base a equacdo de uma cdnica imagindria, a saber:
X +y*+1=0

Pontos e retas sdo pontos e retas da geometria subjacente, inclusive a reta infinitamente
distante e seus pontos. Duas figuras na nossa geometria sdo congruentes quando uma
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deriva da outra através de transformagdes reais lineares que levam a cdnica subjacente
em si mesma. Nesta geometria valem todos os axiomas, exceto o Euclidiano e Arqui-
mediano. Devemos contudo introduzir modificagdes nos axiomas de ordem. No entanto
nao vamo-nos deter neles, j4 que para nosso objetivo ndo sdo relevantes.

Nesta geometria eliptica, delimitamos uma regido na qual denominaremos pontos
de nossa nova geometria apenas aqueles cujas coordenadas x,y satisfazem as seguintes
condigdes:

+n X -n

T 7 y Z o
onde n é um ntmero racional arbitrdrio. As retas de nossa geometria sdo as retas da
geometria eliptica, desde que as coordenadas dos pontos sobre as mesmas satisfagam
as condigdes supracitadas. Definimos igualmente o transporte de segmentos e angulos
como na geometria eliptica de forma que, quando, nesta geometria, dois segmentos ou
angulos sdo congruentes, também o sejam na nossa. Precisamos entdo mostrar que,
através do transporte de segmentos e dngulos, ndo podemos ultrapassar nossa regido.
Isto se d4 da seguinte forma:

Transportamos um segmento arbitrdrio ¢ sobre o eixo dos x a partir da origem O
até P e, a partir de P, um segmento c; congruente a c até Q. Examinemos se Q ainda
pertence a nossa regido. Pela definigdo, segue que, se i representa /—1:

(i-(cte))lite) i-c
(i—a(i+(cte)) ite

pois segmentos congruentes sobre a mesma reta possuem com os pontos onde essas retas
interceptam a conica fundamental a mesma razdo anarmonica.

Disso segue-se que:
2c

1—c¢2

Pax 4 ; —n +n .
e como, pela definigdo, ¢ é maior que =™ e menor que -, temos:

c+cy =

—2n +2n
t t
<c+c1 <
2 2
1- (%) 1-(3)
Entretanto,

nt 2n

< -

donde se segue que:

que certamente estd correto.
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Conseqgiientemente

—4n +4n
—<cHo < —.
t t

Q jaz, portanto, dentro de nossa regidao. Entdo ndo ultrapassamos a nossa regiao ao
transportar qualquer segmento sobre uma reta passando por O para a mesma ou uma
outra reta passando por O, fato do qual ficamos imediatamente convencidos. Pois as
retas que passam por O sdo levadas congruentemente umas nas outras no sentido da
nossa geometria por rotagées em torno de O e essas rotagdes levam pontos da nossa
regido em pontos também da regido. Uma rotagdo é bem representada através das
equagdes:

a b
x' = X — ,
Ve JE by
= b X+ c
Yo Vere | Vo
Suposto é que:
-n X in
medr)ed
Portanto:
non_Jx{_n.mn
t ot y’ t ot
ou

com o que nossa afirmativa estd provada.

Em segundo lugar, transportamos o segmento arbitrdrio OP = ¢ de um ponto do eixo
dos x com coordenada (d, 0) sobre uma perpendicular ao eixo dos x. Vamos examinar se
a outra extremidade do segmento ainda estd dentro da nossa regido. Esta extremidade
tem coordenadas (d, e). Entdo segue da nossa definigdo de congruéncia que:

i—c ivl+di—e
i+c iy1+4+d2+e

e
e=cv1+d2
entao:
nofal_yn
t e t
e
n2
1 (2 <2
t
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Conseqgiientemente:
n n

_T <e< +T

Portanto a outra extremidade de e jaz em nossa regido. Como e > ¢, como decorre
das férmulas acima, segue imediatamente que ndo se consegue ultraspassar a regido
através do transporte inverso. Se temos agora o segmento arbitrdrio AB sobre a reta
a e desejamos transportd-lo a partir do ponto A’ sobre a reta arbitrdria a’ da nossa
regido. Baixamos por O perpendiculares a a € a’ que cortam essas retas em C e D
respetivamente. C e D devem visivelmente ser pontos da nossa regido, se a e a’ sdo
retas da nossa regido. Entdo decorre por conta das duas possibilidades anteriormente
mostradas para transporte congruente que nés podemos transportar também o segmento
AB sobre a reta a’ a partir do ponto A’ para ambos dos lados sem ultrapassar a regido
delimitada do plano ndo-arquimediano.

E claro que, através do transporte de angulos, também ndo conseguimos sair da
nossa regido. Hstamos portanto prontos para enunciar o seguinte teorema:

A Geometria que acabou de ser introduzida satisfaz todos os azriomas com
exce¢cdo do Euclidiano e do Arquimediano.

O sistema de coordenadas ndo-arquimediano utilizado na construgdo desta Geo-
metria corresponde inteiramente ao sistema da pseudo-geometria utilizado em nossas
consideragoes prévias. Vimos que, quando transportamos o segmento OP = ¢ congru-
entemente a partir de P até Q, PQ = c; pode-se expressar da seguinte maneira em

funcdo de c:
1+c?
Cl:c(l—c:z) >c
A mesma relagdo teriamos antes expressado da seguinte maneira:
1+c?
clwc(l_cz) > C

Porém mostramos que, quando em uma geometria c; é pseudo-maior que c, a soma dos
angulos em todo tridngulo é maior que dois retos.

Consequentemente construimos uma Geometria que satifaz todos os azxiomas
I, II, IV e na qual, além disso, por um ponto passam infinitas paralelas a cada
reta e a soma dos angulos em qualquer triangulo € maior que dois angulos retos.

O azioma de Arquimedes nao vale.

Com 1sto estd demonstrada a impossibilidade de provar o primeiro teorema de
Legendre sem auzilio do azioma de Arquimedes. A geometria auxiliar utilizada em
esta prova demominamos geometria “nao-Legendriana”, que jd haviamos mencionado
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na introdugao.

§9.

A Geometria Semi-Euclidiana.

Vamos examinar mais de perto, como dito acima, a conexdo entre as hipéteses da
soma dos angulos no tridngulo e a quantidade e existéncia de paralelas. Para isso
construimos primeiramente no plano nao-Arquimediano, empregado no pardgrafo an-
teriores, uma segunda geometria. Os pontos da mesma sdo aqueles cujas coordenadas
satifazem as condigOes:

- < X <n
Y

onde n significa um nudmero racional positivo arbitdrio. As retas de nossa geometria
sdo as retas da geometria subjacente, contanto que as coordenadas dos pontos sobre as
mesmas satifagam a condigdo estabelecida acima. Definimos o transporte de segmentos
e angulos da mesma forma que na Geometria Euclidiana subjacente, de forma que,
quando nesta dois segmentos ou dngulos sdo congruentes, eles também o sejam na nossa.
Exatamente como na geometria que acabamos de construir, é nossa tarefa demonstrar
que, através do transporte de segmentos e dngulos, nunca ultrapassamos a nossa regido
de pontos. Primeiramente fica claro que a transformagdo

x' =x+a,

y' =y-+b,

que representa o deslocamento paralelo de segmentos e &ngulos, ndo leva pontos da
nossa regiao em pontos que ndo pertemcam a mesma, pois, pela definigao,

<4m

o = TP

e, consegiientemente,
/

—2n < < +2n,

/

e

o que corresponde a nossa afirmativa.

Para podermos implementar a totalidade das operagdes de transporte, temos ainda
que acrescentar uma rotagdo em torno do origem do sistema de coordenadas O. Esta é
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representada pelas equagles de transformacao:

a b
x = X — ,
Ve Vb
[ —
VaZ+102  Va?+b?
sendo:
X
S
Entao:

X

/
—n—n<{ p }<+n+n
/
—2n < , < +2n

com que nossa afirmativa estd provada. g

=

«c xR

Nesta geometria assim construida vale a totalidade dos axiomas dos grupos I, II,
IV. Além disso, temos igualmente validos todos os teoremas da geometria Euclidiana
habitual, desde que tenham a ver com um pedago “limitado” do espago. A soma dos
angulos em todo tridngulo é dois angulos retos, hd retangulos e tridngulos semelhantes
nao congruentes.

Entretanto por um ponto fora de uma reta hd mais de uma reta que ndo a corta: o
axioma das paralelas nio vale. Se eu(*® ligar por exemplo o ponto (t,0) ao ponto (0, 1),
entdo esta reta pertence a nossa regido, pois ela liga dos pontos da mesma: os pontos
(0,1)e (1, %) Esta reta, entretanto, ndo corta o eixo coordenado y = 0 em um ponto
da nossa regido; muito menos a reta que passa por (—t,0) e (0,1), que é distinta da

primeira.
O resultado é portanto:

Existem geometrias ndo-Arquimedianas nas quais o axioma das paralelas nao
€ vdlido e, apesar disso, a soma dos dngulos em todo tridngulo € igual a dois
angulos retos.

Tal geometria denominamos “semzi-euclidiana”.

Decorre portanto que nenhum dos teoremas: A soma dos angulos no tridngulo perfaz
dois retos; a curva equidistante é uma reta; etc...pode ser considerado equivalente ao
Axioma das paralelas e que Euclides, ao estabelecer tal axioma, fé-lo corretamente.

(13)N. do T. O autor expressa-se em primeira pessoa.
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§10.
O Teorema de Legendre na Geometria Eliptica.

Para concluir, vamos tratar brevemente neste contexto a geometria eliptica. Na
mesma, € suposto que todas as retas realmente se cortem. Para que esta hipdtese
nao contradiga os axiomas, devemos introduzir uma pequena mudanga nos axiomas do
grupo IT - os Axiomas de Ordem. Nada impede, entretanto, de introduzir em uma
tal geometria a pseudo-geometria varias vezes empregada e também deduzir todos os
teoremas do §6. Consideramos uma reta passando pelo ponto O e seja | o seu ponto
infinitamente distante. Entdo posso encontrar um ponto J; sobre O] de forma que
OJ: = J1J, pois ] é um ponto real na geometria eliptica. Além disso, seja OJ2 = J2J;. Se
OJ, ndo fosse pseudo-menor que J»J;, deveria OJ; ser pseudo-maior que J;]J de acordo
com teorema no §6, o que naturalmente ndo é o caso. Entdo, pelo mesmo teorema, todo
segmento OA é pseudo-menor que o segmento AA; transportado congruentemente a OA
a partir de A do mesmo lado. Segue-se portanto, pelo teorema do §7, que a soma dos
angulos em todo tridngulo é maior que dois dngulos retos. Temos portanto o resultado:

Se, em uma Geometria, nao existem paralelas e nela valem todos os axiomas
dos grupos I, IV e os modificados do grupo II, entdo a soma dos angulos em todo
triadngulo é sempre maior que dois dngulos retos.

Este teorema expressa o mui surpreendete fato de que vale o andlogo do primeiro
teorema de Legendre para o caso de nido existéncia de paralelas (sem assumir a con-
tinuidade).

Podemos classificar os resultados tinicos assim obtidos na seguinte tabela:
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A soma dos
angulos em um

Por um ponto a uma reta existem:

tridngulo:
Nehuma Paralela Uma Paralela Infinitas Paralelas
Geometria Geometria
2R I ivel
> Eliptica (Impossivel) ndo-Legendriana
_9R (Impossivel) Geox'ne.trla G.eomet.rl'a
Euclidiana Semi-Euclidiana
Geometria
2R I {vel I ivel ) .
< (Impossivel) (Impossivel) Hiperbélica

Para concluir, cumpro o agrddavel dever de expressar meus mais cordiais agradeci-
mentos a meu mui honrado senhor Prof. Dr. Hilbert, a quem devo o estimulo para este
trabalho e que durante o desenvolvimento me apoiou sempre com conselhos desafiantes.
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Apendice B

G. VERONESE

LA GEOMETRIA NON-ARQUIMEDEA

L’argomento da me scelto & quello stesso che ero stato invitato a trattare nel Congresso
di Heidelberg, parendomi che anche oggi possa interessarVi, specialmente dopo che
matematici, come il POINCARE, ne riconobbero 'importanza. La critica ne ha gia
riconosciuta la validita logica, onde piuttosto che un’esposizione sistematica, come avrei
fatto ad Heidelberg, credo utile di mettere ora in rilievo alcune questioni di contenuto
e di metodo, che si riattaccano coll’essenza dei principi della matematica pura e della
geometria, e sulle quali non parmi siano ancora concordi i geometri, pur trattandosi di
argomenti geometrici(®).

Che cosa & la Geometria non-Archimedea? E essa valida quale sistema di
veritd astratta? E soddisfa essa pure alle condiziont qualt deve essere assoggettata
ogni sistema geometrico

Sarebbe inutile ricordare qui le discussioni secolari intomo all’infinito e all’infinitesi-
mo attuale; nella storia troviamo matematici favorevoli e contrari, da un lato ad es. G.
BeRrRNOULLI, dall’altro GAuUss, indeciso tra I'uno e l'altro LEIBNITZ, altri invece, come
G. CANTOR favorevoli all’infinito attuale e contrari all’infinitesimo attuale, considerato
quale segmento rettilineo continuo.

(Non essendo stata tenuta la conferenza al Congresso, perche 'A. si & ammalato appena giunto a
Roma, & mancato uno dei suoi scopi, quello cioé di promuovere una discussione in seno al Congresso
medesimo intorno a questi argomenti.
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Queste discussioni si erano, si puo dire, assopite, quando ’analisi, meré il concetto
di limite, si adagié su basi sicure nel campo della grandezza finita ed era prevalsa la
tendenza contraria all’infinito ed infinitesimo attuale, provocata anche dal tentativo
fallito di una geometria dell’infinito di FONTENELLE(®),

Ma nonostante che GAUsSs protestasse contro 1’'uso nella matematica della grandezza
infinita determinata, qua e la risorgevano le antiche dispute.

IT fatto & perd che nessuno aveva definito bene che cosa intendeva per infinito e in-
finitesimo attuale, che possono avere, come si vide poi, forme diverse; non lo defini
il BERNOULLI, né pil recentemente l'idealista del Du Bois REymMOND. Ne & una
definizione accettabile dell’infinitesimo attuale quella del PoissoN. Ma d’un tratto
la luce cominciava a diffondersi con l’introduzione legittima di grandezze infinite e in-
finitesime attuali, cioé coi numeri transfiniti di G. CANTOR, coi momenti dello STOLZ
e cogli ordini di infinito delle funzioni del Du Bois REYMOND. Ma non si trattava
di infiniti e infinitesimi geometrici. I CANTOR facendo uso dei suoi numeri transfiniti
affermava di aver dimostrata la impossibilita dell’infinitesimo attuale quale segmento
rettilineo continuo. O. STOLZ aveva gia fatto rilevare che la questione dell’esistenza
dell’infinito e dell’infinitesimo attuale dipende da un assioma secondo il quale dati due
segmenti rettilinei, 'uno minore dell’altro, vi € sempre un multiplo del minore, secondo
un numero intero finito, che supera il segmento maggiore. Questo assioma fu chiamato
da STOLZ col nome di ARCHIMEDE, percheé € il V assioma dell’opera De Sphoera et
cylindro del grande siracusano, ma che era stato usato anche da altri(®).

Lo StoLz faceva rilevare che la dimostrazione del CANTOR non poteva toccare ne i
suoi momenti ne gli ordini di infinito del Du Bois REYMOND, i quali pur non sod-
disfacendo all’assioma d’ARCHIMEDE, non sono grandezze lineari, mentre lo STOLZ
affermava pure 'impossibilita del segmento rettilineo infinitesimo attuale dando una
dimostrazione dell’assioma stesso partendo dal postulato del continuo nella forma data
da DEDEKIND. Anche dai postulati del continuo dati da WEIERSTRASS e CANTOR,
sotto forme pili proprie al calcolo, si deduce, come da quello di DEDEKIND, 1’assioma di
ARCHIMEDE(®).

@ El. de Géom. de linfini (Paris, 1727). Vedi A., Fondament: di Geom., 1891, pag. 620, trad.
tedesca di A. SCHEPP, 1894, pag. 697. Nulla hanno a che fare colla geometria non arquimedea gli infiniti
del FONTENELLE, contrariamente a quanto affermo il sig. CANTOR (Math. Ann., 46)

(®)Vedi A., Fondamenti di Geometria, Appendice. A proposito delle recenti discussioni sui numeri
transfiniti di CANTOR, veggasi SCHOENFLIES, Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannig-
faltigkeiten, 1908. Per gli infiniti del DU Bols REYMOND veggansi anche i recenti lavori di BOREL e E.
BORTOLOTTI.

(911 prof. ENRIQUES, che nel suo scritto sui principi della geometria (Encik. der math. Wissensch III,
1, 1907) riferisce esattamente sulla geometria non archimedea, incorre perd in un equivoco quando egli
da al postulato del continuo di CANTOR (Math. Ann., vol. V) una forma equivalente a quella da me
data, concludendo che dal postulato del CANTOR non si deduce I’assioma d’ ARCHIMEDE.
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Non si trattava adunque di vedere se esistevano grandezze infinite ed infinitesime,
bensi se esistevano segmenti rettilinei infiniti e infinitesimi attuali, tali da soddisfare le
proprieta fondamentali della retta, eccetto ’assioma d’ARCHIMEDE.

E le vie ordinarie sembravano chiuse dopo le dimostrazioni di CANTOR e di STOLZ.
Non era dunque per via analitica che potevano presentarsi spontaneamente questi seg-
menti, poiché i detti autori partivano dalla corrispondenza biunivoca del continuo intu-
itivo con quello numerico, o dai numeri transfiniti di CANTOR, che sembravano essere
i soli numeri transfiniti, allo stesso modo che non si poteva presentare spontaneamente
coll’analisi lo spazio generale a infinite dimensioni, quando si potevano considerare
soltanto delle varieta a un numero finito di variabili.

La risposta doveva darla il continuo rettilineo stesso, intuitivamente conside-
rato, e diviso met suot possibili element:. E allora ci siamo accorti che i postulati
sunnominati del continuo contengono qualche cosa che non e suggerita necessariamente
dallo stesso continuo. Questo continuo infatti ci & fornito dall’esperienza; il segnarvi
dei punti per la sua determinazione o per le operazioni pratiche che dobbiamo fare con
esso € un’operazione arbitraria nostra. Empiricamente lo vediamo composto di punti
materiali, gli uni accanto agli altri, oppure di trattini praticamente indivisibili. Se
idealizziamo il punto riguardandolo come estremita della linea, noi vediamo che esso
non puod comporre il continuo, perche ci troviamo sempre dinanzi ad un segmento che
comprende idealmente almeno altri punti distinti dagli estremi. Il postulato che a tutti
i numeri razionali corrispondono dei punti non & praticamente verificato, e idealizzando
il punto e il segmento nel senso che esso comprenda sempre dei punti distinti dagli
estremi, non & pil giustificata la corrispondenza biunivoca fra i punti della rotta e
i numeri reali ordinari. Allo STOLZ avevo gia osservato che 1’assioma d’ARCHIMEDE
si deduce dal postulato del continuo di DEDEKIND, perché anche questo postulato si
basa sulla corrispondenza suddetta, ma che si puo separare 1’assioma d’ ARCHIMEDE da
quello del continuo dando a questo la forma seguente. Se in un segmento AB esiste
un segmento (XX') variabile tale che AX sia sempre crescente e minore di AX',
e (XX’) dwenta indefinitamente piccolo (cioé piu piccolo di ogni segmento dato),
sempre decrescente, esso contiene un punto Y distinto da X e X'.

Al postulato del continuo nella nuova forma ne va aggiunto un altro analogo a quello
di ARCHIMEDE, e cioe che se « e [3 sono due segments rettilines tali che ce « sia minore
di 3, st puo costruire un multiplo x secondo un simbolo di multiparita n che super:
3. Naturalmente se 1 € un numero intero finito questo postulato diventa 1’assioma di
ARCHIMEDE.

E nei Fondamenti ho appunto costruit: der segments infiniti e infinitesimse attuals
che soddisfano alla condizione che dato o come wunitda si puo costruire [3 e vice-
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versa®). Con questi segmenti si possono eseguire tutte le solite operazioni di addizione
e di sottrazione, come si possono trovarne i multipli e summultipli eseguendo con essi
varie operazioni razionali e irrazionali, cosicché coi simboli (numeri) che rappresen-
tano questi segmentt s1 possono esequire le operazioni fondamentali, per le quali
valgono le regole ordinarie. Naturalmente posta dinanzi, come si doveva, la ques-
tione dell’esistenza dei segmenti infiniti e infinitesimi attuali, la concezione aritmetica
di questi numeri doveva stare in seconda linea, perché per cio che dissi era oppor-
tuno affrontare dapprima tale questione mon dal lato aritmetico, ma da quello
geometrico.

E fu questa insufficienza giustificata di sviluppo aritmetico che diede origine ad
alcune critiche contro i nuovi infiniti e infinitesimi. Ed & percid che il prof. LEvI-
CriviTa, ancora quando era studente, dietro mio consiglio, trattd per primo il problema
dal lato aritmetico, costruendo i detti numeri per via aritmetica e completandoli anzi
con l'introduzione di nuove unita, necessarie per altre operazioni. D’altro canto il sig.
HILBERT con la costruzione di un campo geometrico non-archimedeo veniva a dare una
conferma autorevole alla possibilita logica di una tale geometria, e il sig. BINDONI
nella sua tesi di laurea dimostrava come il campo geometrico di HILBERT sia compreso
nel mio. Le recenti ricerche sulla teoria degli aggregati, anche del sig. SCHOENFLIES,
confermano la validita logica di questa geometria, e le ultime ricerche sul problema
del continuo rettilineo acquistano cosi maggior interesse, rimanendo perd da stabilire
in modo definitivo se, come pare, sia un solo il tipo dei numeri che vi soddisfano,
anche aggiungendovi occorrendo altre unita, questioni codeste di cui si occuparono
recentemente i signori HAHN, SCHOENFLIES ¢ WAHLEN.

Assodata la validita logica del continuo rettilineo non-archimedeo, ne consegue
pure quella della geometria non-archimedea, per la quale nei miei Fondament: ho
scelto la forma Riemanniana. E si ha che in un campo infinitestmo intorno ad un
punto, considerando soltanto 1 segment: finit: fra loro, o che soddisfano all’assioma
d’ARQUIMEDE, wvale la geometria euclidea. Questo teorema fu poi dimostrato dal
LevI-CiviTA anche per la geometria non-archimedea di EUcLIDE e di BoLyAl-Lo-
BATSCHEWSKY.

E di questo teorema si possono riguardare come corollari i teoremi del sig. DEHN,
trovati seguendo il metodo di HILBERT, sulle relazioni della somma degli angoli di un
triangolo con le parallele condotte da un punto ad una retta, vale a dire che esistono
due sistemi geometrici non-archimedei nei quali la somma degli angoli di un triangolo
€ maggiore di due o eguale a due retti, mentre da un punto si possono condurre pit

(5)Vedi anche., Il continuo rettilineo e l’assioma d’Archimede (Atti R. Acc. dei Lincei 1890).
HOELDER, Der Quantitat und die Lehre vom Mass (Leipz. Ber., 1901). Anche sulla Geometria
non arquimedea si pud parlare della misurabilita dei segmenti quando uno di essi sia preso come unita
fondamentale di misura.
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parallele ad una retta data (©).

La validita logica della geometria non-archimedea porta con sé 'indipendenza della
teoria delle proporzioni, come quella della proiettivita dal postulato di ARCHIMEDE, di
cul pure si occuparono seguendo metodi pill semplici altri geometri, fra i quali HILBERT
e SCHUR.

Ma assodata la validita logica della geometria non-archimedea rimane la questione
del contenuto e del metodo che furono pure oggetto di critiche, sebbene meno deter-
minate. Permettetemi di intrattenerVi, per quanto il tempo me lo consente, su questo
punto che pud sembrare esorbiti dal campo matematico a chi & abituato nelle ricerche
superiori della scienza a badare soltanto ai risultati, e a non dare importanza al con-
tenuto degli oggetti matematici e al metodo, mentre il contenuto € di per sé un elemento
essenziale nei principi della scienza e il metodo non bene scelto, possa anche condurre
a petizioni di principio. Io mi servird sotto altra veste di considerazioni, gia vecchie, da
me svolte nei Fondament: di Geometria, e prima ancora in lezioni date all’'Universita
di Padova tra il 1885 e il 1890 che servirono di preparazione alla pubblicazione dei
Fondament: stessi, tenendo ora conto delle pubblicazioni successive.

Gl oggettr della matematica pura non hanno necessariamente una rappresen-
tazione fuori del pensiero, ad es. il numero, che & nella sua prima formazione il
risultato dell’operazione mentale dell’enumerare degli oggetti anche astratti. La verita
ha il suo primo fondamento sut principi logici e su semplict operazioni mentali
universalmente consentite. La liberta dello spirito nelle sue creaziont é limitata
soltanto dal principio di contraddizione, onde un’ipotesi € matematicamente possibile
quando non ¢ in contraddizione colle premesse. La matematica pura, come la logica
formale, & per noi esatta.

La Geometria invece ha la sua origine nell’osservazione diretta degli oggett:
del mondo esteriore, che € lo spazio fisico, e dall’osservazione idealizzata di esst
trae le sue prime e precise verita indimostrabili e necessarie al suo svolgimento
teoretico, che sono gli assiomt propriamente dett:, come ad es. quello che per due
punti nel campo della nostra osservazione passa un solo oggetto rettilineo. Ma per essere
esatta la geometria essa deve rappresentare gli oggetti forniti dall’osservazione per
mezzo di forme astratte o mentali e gli assiomi con ipotest bene determinate,
indipendent: cioé dall’intuizione spaziale, cosicché la geometria diventi parte della

(6)Basta infatti considerare un campo infinitesimo non archimedeo nel quale la somma degli angoli di
un triangolo nella geometria Rimanniana o ellittica € maggiore di due retti e nella geometria Euclidea
e eguale a due retti, o per un punto passano infinite parallele ad una retta data, quando si consideri la
parte di esse retto comprese nel campo suddetto.
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matematica pura, ossia dell’estensione astratta (Ausdehnungslehre), dove il geometra
proceda nelle sue costruzioni senza bisogno di vedere se esse abbiano o no una rappre-
sentazione esteriore, finché non le applichi al mondo fisico, senza per questo che egli
abbia ad abbandonare la visione delle figure e tutti i vantaggi che derivano dall’uso
dell’intuizione nella ricerca geometrica. Eppero la esattezza della geometria sara tanto
maggiore quanto pil sicura sara quella degli assiomi suggeriti dall’osservazione e quindi
quanto pitl essi saranno semplici e nel minor numero(”). Ed invero ’osservazione non
& che approssimativa e talora anche apparente e fallace, come quando muovendoci noi
vediamo cambiare la grandezza degli oggetti, mentre dalle leggi della prospettiva si sa
che tale fatto non sussiste. Evitando ad es. I’assioma fondamentale del piano, riducendo
cioe gli assiomi a quelli pit semplici della retta e fra due rette, non solo si rimedia al
difetto riscontrato da GAUss in quell’assioma, ma si risparmia la dimostrazione della
possibilita di tale assioma quando lo si estende a tutto il piano illimitato, oltre che si da
alla costruzione dello spazio a quattro dimensioni la stessa origine geometrica di quella
del piano e dello spazio ordinario. Certo che la richiesta della semplicita e del minor
numero degli assiomi conduce a inevitabili e minuziose ricerche. E questa minuziosita
fa perdere di vista i concetti generali e costituisce una delle difficolta nella lettura di
tali ricerche, ove non si supponga nulla di matematicamente noto, e si ponga dinanzi a
sé tutto il problema dei principi, come nei Fondamenti. E chiaro anche che gli asstoma
devono essere consentitt universalmente, eppercido possiamo ammettere come evi-
denti e quindi indimostrabili soltanto gli assiomi concesst dal filosofo empirista,
per quali é wnutile dare la dimostrazione della loro compatibilita logica. Ma tale
dimostrazione é invece necessaria quando st estendono questi stessi assiomt allo
spazio wllimaitato, dappoiché nessuno ha mai osservato né potra mai osservare un tale
spazio. Hcco perché non possiamo accettare come assioma suggerito dall’osservazione,
quello delle parallele, quando si definiscono queste rette come quelle rette del piano che
prolungate indefinitamente non si incontrano mai, perché nessuno ha mai osservato due
tali rette, né possiamo ammettere come assioma primitivo tratto dall’osservazione quello
ad es. che la retta illimitata & un sistema lineare aperto. Ma gli assiom tratti dalla
pura osservazione non bastano per la ricerca geometrica. Diventata la geometria
parte della matematica pura, o per meglio dire dell’estensione astratta, ammettia-
mo pot nella geometria tutte quelle 1potest o postulati che non si contraddicono fra
loro né agli assiomi premesst; le quali ipotesi o limitano o allargano il campo della
geometria, come ad es., i postulati di ARCHIMEDE, del continuo, degli spazi a piu di tre
dimensioni, ecc., o servono a scegliere una delle forme possibili determinate da assiomi
o da ipotesi premesse, come il postulato delle parallele(®.

(") Anche il KLEIN osserva che i dati di ogni osservazione valgono sempre entro certi limiti ii esattezza e
sotto particolari condizioni, mentre quando stabiliamo gli assiomi possiamo porre in luogo di questi dati
delle proposizioni di assoluta precisione o generalita, e facendo ricorso al principio di MACH sull’economia
del pensiero egli sostiene pure che gli assiomi devono essere semplici e nel minor numero (vedi Gutacten
zur Verth. des Lobatsch. Preises, nov. 1897, Kasan, oppure Math. Ann., 50, 1898; Vorles. ii. Nicht-Eucl.
Geom., Bd I, 1893).

(8 Ad es. nelle Grundlagen der Geometrie di HILBERT il sistema degli assiomi appare invece piil
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Dalle cose dette discende pure che bisogna distinguere lo spazio fisico dallo spazio
inturtivo, che € una rappresentazione idealizzata del primo, ed & un’intuizione, e lo
spazio 1ntuitivo dallo spazio geometrico astratto, che & un concetto; forme codeste
non bene distinte anche da autori eminenti, come da HELMHOLTZ. Lo spazio geometri-
co astratto e appunto quella parte dell’estensione pura nella quale é rappresentato
lo spazio intuitivo, ma che a sua volta non ha per tutte le sue forme una rappresen-
tazione effettiva neppure approssimativa, o non € necessario la abbia nello spazio
fistco o intuitivo. Cosicché non solo ’eguaglianza delle figure geometriche non & neces-
sariamente determinata dal movimento dei corpi rigidi, come riteneva HELMHOLTZ, ma
e anzi ’eguaglianza delle figure, geometriche (che dipende a sua volta dal concetto logico
dell’eguaglianza di due cose distinte) che & necessaria per definire il movimento dei corpi
rigidi. Da cio0 si ha pure un’altra conseguenza; che la geometria teoretica non & una parte
della meccanica, come riteneva il NEWTON, e non dipende dalla fisica come opinava
I"'HELMHOLTZ. La distinzione dello spazio fisico dallo spazio geometrico porta con
sé dei postulati che sono necessar: soltanto per le pratiche applicaziont della geo-
metria, come quello approssimativo del movimento dei corpr rigidi, quello delle
tre dimension:, quello pure d’ARCHIMEDE, mentre vi sono postulati dello spazio
geometrico, come quelli dello spazio generale, del continuo non-archimedeo, che
non abbiamo bisogno di ammettere per lo spazio fisico®).

E poiche nello spazio geometrico, che come lo definii nei miei Fondament:, ha in-
finite dimension:, € rappresentato lo spazio intuitivo, noi vi possiamo lavorare con
'intuizione, immaginando in esso il punto, la retta e il piano come nello spazio ordinario
e operando come nella geometria pura. Ma naturalmente non avendo né potendo avere
I'intuizione di uno spazio a quattro dimensioni, combiniamo I’intuizione coll’astrazione,
come facciamo per avere lo spazio illimitato da quello intuitivo, e tanta e 1’abitudine
che acquistiamo, che come crediamo d’intuire tutto lo spazio illimitato, cosi crediamo di

come un sistema di verita astratte arbitrario che di verita fornite in parte dall’esperienza ed in parte
gnali verita necessarie allo svolgimento logico della geometria.

() A. Fondamenti di Geom. L’esclusione del movimento dei corpi rigidi dalla definizione dell’eguaglian-
za delle figure accolta anche da HILBERT (1899) e da altri, fu pure accettata, ed era piu difficile, in trattati
di geometria elementare dall’A. (1% ediz. 1897) poi da INGRAMI, da ENRIQUES e AMALDI. Per quanto
siasi molto discusso su questa esclusione, e se ne trovi qualche traccia anche negli Element: di EUCLIDE
stesso, non s’era mai ottenuta effettivamente. (Vedi A., Fond. di Geometria. Appendice). Anche
B. RUSSEL e POINCARE ritengono che la possibilitad del movimento di una figura invariabile contiene in
questo senso un circolo vizioso. Anzi il POINCARE ritiene che la possibilitd di questo movimento non sia
una verita evidente per sé stessa, o almeno non lo sia che allo stesso modo del postulato di EucLIDE. Ed
invero la verifica empirica del postulato delle parallele ai pud far dipendere da quella del movimento di
una figura invariabile. Ma per la distinzione che io faccio di spazio geometrico da spazio fisico e quindi tra
la geometria pura, per la quale il principio suddetto non & necessario, e le sue pratiche applicazioni, non
mi accordo coll’eminente matematico francese, quando egli sostiene (senza fare la distinzione suddetta)
che “en étudiant les définitions de la géométrie on voit qu’on est obligé d’admettre, sans les demontrer,
non seulement la possibilité de ce mouvement, mais encore quelques unes de ses propriétés”. Questo
principio e le sue proprieta sono necessarie invece per le pratiche applicazioni della geometria, come lo &
I’assioma delle tre dimensioni dello spazio fisico.
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vedere due piani che si incontrano in un solo punto nello spazio a quattro dimensioni(*®.

Nella distinzione fra spazio fisico e spazio geometrico si conciliano e l'affermazione di
STUART MILL che la retta del matematico non esiste in natura (dovrebbe dirsi pit1 pro-
priamente nello spazio fisico) e la osservazione del CAYLEY, che non potremmo affermare
cio se non avessimo il concetto della retta.

S

Nella geometria adunque la liberta dello spirito non é soltanto limitata dal
principio di contraddizione, come nella matematica pura, ma benst anche dat dati
dell’intuizione spaziale.

Non possiamo ammettere ad es. un piano nel quale non valga il teorema di DE-
SARGUES sui triangoli omologici, né un piano nel quale una retta, che ruota intorno
ad un punto non possa assumere la posizione di un’altra retta passante per lo stesso
punto, come non potremo ammettere 7 piant di BOLYAI-LOBATSCHEWSKY, di RIE-
MANN ed ellittico se fosse provato che intuitivamente vale il postulato di EUcCLIDE,
come non potremmo ammettere una geometria nella quale la retta fosse determinata da
tre anziché da due punti, mentre queste forme sono possibili nella estensione astratta
e possono avere in tutto o in parte una rappresentazione nella stessa geometria; allo
stesso modo che resterebbe vera pur sempre la geometria della superficie sferica, della
pseudosfera e del piano improprio all’infinito se valesse fisicamente o intuitivamente il
postulato di EUCLIDE.

Cid contrasta, ma non contraddice al principio, secondo il quale per certe categorie
di proprieta possiamo ritenere equivalenti due enti diversi, ad es. due forme che si pos-
sono trasformare 1’una nell’altra proiettivamente, o birazionalmente, perché con questo
principio non si tien conto delle altre proprieta geometriche o del contenuto degli enti
stessi che ne costituisce invece 1’essenza. Ad es. lo spazio fisico e lo spazio geometri-
co sono di contenuto sostanzialmente diversi fra loro, come sono diversi dalle varieta
analitiche che li rappresentano, e come la esistenza dello spazio fisico, cosi la costruzione
dello spazio geometrico costituisce un elemento essenziale della geometria, che non va
dimenticato, come di solito avviene. E che il contenuto abbia una importanza fonda-
mentale lo dimostra ad es. il fatto che il CAYLEY, il quale ha iniziato lo studio proiettivo
della geometria non euclidea, riteneva valevole in senso assoluto quella euclidea, onde
nelle ricerche del CAYLEY pill che di geometria non euclidea si tratta di una rappre-
sentazione di essa nella geometria euclidea stessa, mutando la nozione della distanza,
allo stesso modo che la pseudo sfera, la sfera e il piano all’infinito improprio, sono rap-
presentazioni della geometria non euclidea in quella euclidea. Ora invece il contenuto
di queste geometrie ha una notevole importanza: esso ci dice che l’attuale osser-
vazione esteriore non € sufficiente a stabilire esattamente l’'una o l’altra geometria.

(19)Cid spiega perche adoperiamo qui la parola spazio anziché la parola varietd, che ha un significato
piu esteso ma del tutto generico ed astratto.
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E un tale contenuto ha, come si vede, anche una portata filosofica per la forma dello
spazio, mentre nessuna potevano averne le ricerche del CAYLEY, come non ne hanno
la teoria degli immaginari o quella dell’infinito improprio, perche non si tratta che di
denominaziont usate per indicare enti gia esistenti ed effettivi che nulla aggiungono
alla genesi dello spazio.

Da tutto cid emerge anche che le ricerche matematiche sut principt della scienza
sono bene distinte e devono tenersi distinte, da quelle filosofiche intorno alla ge-
nest delle 1dee matematiche: e noi stessi nel determinare il contenuto degli oggetti
della matematica pura e della geometria non abbiamo inteso di partecipare per 1’uno
o per l'altro sistema filosofico, imperocché accennando che il numero non ha necessa-
riamente una rappresentazione fuori del pensiero, non abbiamo voluto affermare che il
numero non sia esso stesso di origine empirica; e dicendo che il punto ha una rappre-
sentazione empirica, non abbiamo voluto dire che non sia una pura intuizione a prior:
dello spirito e necessaria ad ogni esperienza esteriore. E questa distinzione & un bene
perche la matematica ci unisce mentre la filosofia, almeno per ora, ci divide. E vero che
gli studi sui principi della scienza hanno dato e daranno ancora luogo a discussioni fra
matematici, ma I’errore in matematica si va sempre eliminando, e restano le nuove idee
definitivamente acquisite alla scienza. L’errore dipende o direttamente dal matematico
o dalla indeterminatezza di alcune nuove idee o dalla poca chiarezza colla gnale dap-
prima si presentano, ma spesso anche dalla contrarieta che esse incontrano da principio
quando urtano vecchie convinzioni profondamente radicate e rafforzate dalla autorita di
eminenti matematici, o contro la indifferenza degli uni, che per non darsi la pena di ri-
flettere vorrebbero escludere le ricerche sui principi delia scienza dal campo matematico,
o I'opposizione di altri per i quali i nuovi pensatori sono i rivoluzionari della scienza. E
ad oscurare la luce nascente delle nuove verita matematiche si aggiunsero quei filosofi
che, fermi nei principi matematici gia da essi conosciuti, vedevano o credevano di vedere
nelle nuove idee un attentato alle loro ipotesi sulla conoscenza e sulla interpretazione
della Natura, mentre da un nuovo ordinamento dei principi suggeriti e rinvigoriti da
fatti nuovi, non solo puo trarre profitto la matematica, ma la stessa filosofia.

La filosofia deve percio accettare le nuove idee matematiche quando esse sieno
formate definitivamente. Per0 se le ricerche matematiche si devono distinguere dalle
filosofiche, & opportuno d’altro canto che il matematico si astenga dal giustificare i
suoi concetti con considerazioni filosofiche o con finzioni che si prestano facilmente
alla critica del filosofo, come fanno ad esempio ’empirista e 'idealista del Du Bois
REYMOND, o come fece talora il CANTOR per giustificare i suoi numeri transfiniti, i
quali hanno una legittima esistenza, nonostante anche recenti critiche filosofiche. Ma
d’altro canto per timore di queste critiche il matematico non deve trincerarsi in un
campo puramente astratto o in un formalismo simbolico mostrandosi indifferente
dinanzi a questioni di contenuto matematico, come € accaduto in passato e accade
ancora al presente, quando si confonde la geometria con la teoria generale delle varieta
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di elementi puramente astratte.

Eppercio e preferibile che I'ordinamento dei nuovi principi risponda allo svolgimento
logico e pit semplice delle idee matematiche e quindi il metodo non sia artifido senza
vita 0 mon appaia giuoco di stmboli o di parole, per quanto utile, ma sia filosofico.
Cosi la matematica puo essere anche utile alle ricerche filosofiche intorno alla genesi
delle idee matematiche, alle stesso modo che essa ha pure per compito di essere utile
alle scienze applicate che hanno per oggetto diretto lo studio dei fenomeni della Natura
scegliendo 1 metodi approssimativi a questo fine piut appropriati. E quando invece si
segue un metodo indiretto, rappresentando ad es. lo spazio mediante una varieta a pit
variabili per studiarne i principi, € necessario esaminare se seguendo il contenuto dello
spazio stesso, o la sua costruzione, i postulati di detta varieta possano essere giustificati
senza ricorrere a concetti che con quei postulati vengono definiti, cid che costituirebbe
una petizione di principio e filosoficamente un errore.

Sulla scelta del metodo sono d’accordo i piti eminenti matematici. I1 Du Bois
REYMOND notava che se nelle operazioni coi segni nella matematica pura non si bada
pit al loro significato, nella discussione dei concetti fondamentali della matematica non
si deve dimenticare la loro origine; e per la geometria NEWTON osservava giustamente
che la semplicita della figura dipende dalla semplicita della genesi delle idee, cioé non
dalla loro equazione, ma dalla loro descrizione, e GAUSS affermava che i mezzi logici per
la concatenazione e la rappresentazione delle verita geometriche per se nulla possono
produrre e soltanto germogliano senza frutto, quando la feconda e vificatrice intuizione
non domini dappertutto. In modo analogo si esprimono il WEIERSTRASS, il LIE, il
KLEIN ed altri. E a questi concetti si uniformano i miei “Fondamenti di geometria
e in modo speciale nella genesi della geometria non-archimedea”. Sta il fatto pero
che questo metodo, senza l'appoggio dell’analisi, quando non supponga anzi nulla di
matematicamente noto, riesce nella lettura pitt malagevole e soltanto negli ultimi anni
in Italia e fuori il metodo basato sul puro ragionamento va prevalendo nelle ricerche
sui principi della geometria. Tutti ricordano la sorte toccata all’Ausdehnungslehre del
GRASSMANN del 1844, certo migliore per metodo a quella del 1862.

Tornando alla geometria non-archimedea € necessario assicurarsi se essa soddisfa alle
condizioni di contenuto e di metodo sopra enunciate. Esaminando il continuo, quale ci
viene fornito dall’osservazione diretta e greggia, per due oggetti rettilinei vale I’assioma
d’ARCHIMEDE, perché qualunque essi siano, anche se non possiamo praticamente cos-
truire un multiplo dell’uno maggiore dell’altro, potremo perd considerare dei due oggetti
una parte ennesima abbastanza piccola in modo che la verifica dell’assioma sia possibile
per queste parti, e quindi fra i due oggetti stessi. Ma la estensione senz’altro di questo
asstoma a tutto lo spazio illimitato, non & ugualmente giustificata. Ed invero, quando
noi passiamo ad ammettere che in ogni segmento idealizzato vi siano punti distinti dagli
estremi, né 1’osservazione, né l'intuizione ci conduce a stabilire I’assioma d’ ARCHIMEDE
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fra due segmenti che non si possono osservare. E siccome si dimostra che se esiste un
segmento infinitesimo attuale esso si pud considerare rispetto a un segmento finito con
infinita approssimazione come nullo, si conclude che se anche esistesse fisicamente un
tale segmento, noi non potremmo vederlo. Possiamo pero applicare la nostra intuizione
in ogni campo di segmenti finiti, che soddisfano cioe all’assioma d’ARCHIMEDE. La
geometria non-archimedea soddisfa adunque alle condiziont che alla geometria
in generale sono imposte dalla intuizione spaziale, e quindi il suo contenuto é
geometricamente giustificato.

Ma un altro problema, pure geometrico, s’affaccia in seguito alle nostre premesse,
quello cioé se le ipotesi non confermate dall’esperienza possono avere merce osservazioni
pil accurate o pil estese un’effettiva rappresentazione nel mondo fisico. Fra queste
ipotesi le piu caratteristiche sono quelle delle parallele, del continuo e degli iperspazi.
Abbiamo gia osservato che se l'ipotesi euclidea fosse esclusa, non si potrebbe piu par-
lare di spazio euclideo. Per il continuo rettilineo osserviamo invece che fisicamente
I'esistenza dell’infinito e dell’infinitesimo attuale non contraddice alla nostra intuizione,
perd nessuna esperienza ci conduce né ci potra condurre fuori delle grandezze finite,
s6lo possiamo dire, per un teorema sopra ricordato, che: se lo spazio fisico fosse in-
finito attuale rispetto al campo delle nostre osservazioni, nello spazio fisico finito,
supposto anche illimitato, varrebbe la geometria euclidea.

L’ipotesi fisica invece di uno spazio a quattro o piit dimensioni fu da me combat-
tuta altrove, associandomi all’HeLMHOLTZ('Y). In ogni caso nessuna utilitd ci spinge a
questa ipotesi, che sarebbe puramente fantastica. Eppure € curioso che certe idee siano
scaturite da intuizioni anche errate. L’idea infatti di uno spazio a pit di tre dimensioni
non e sorta dall’Ausdehnungslehre del GRASSMANN, per il quale lo spazio fu sempre
a tre dimensioni, e quindi anche la geometria, e tanto meno & sorta dal nominalismo
geometrico usato, dal CAYLEY, dal CAUCHY, dal RIEMANN e da altri nello studio di
certe varieta analitiche a pit di tre dimensioni; non dalla mia costruzione geometrica
degli iperspazi, ma sorse dall’ipotesi fisica stessa, che fu la prima a presentarsi, e che
ha percio ostacolato 1’accettazione dell’ipotesi matematica e ha fatto spesso confondere
presso il volgo i sostenitori della geometria a piiut di tre dimensioni coi cosidetti medium
alla ZOLLNER e cogli spiritisti.

E quanto all’utilita della geometria non-archimedea osservo che non puo¢ confondersi
con qualunque geometria che si ottenga tralasciando o modificando qualche assioma. La
geometria non-archimedea, come la non-euclidea, ha risolto una questione sulla quale
si discuteva da secoli ed ha gettato nuova luce sulla costituzione del continuo e dello

(DA, Il vero nella matematica (discorso inaugurale, nov. 1906. Padova)
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spazio geometrico. E cio basta per la matematica pura. Del resto, ogni legge matema-
tica, essendo una legge del pensiero, & anche una legge della Natura. E per !'armonia
meravigliosa che esiste fra le leggi del pensiero e quelle del mondo, fuori di esso non si
puo asserire a prior: che in questo non possano avere un’applicazione utile anche le piu
alte e pitl astratte concezioni matematiche. Ma non puo essere questa utilita relativa
lo scopo diretto della ricerca matematica in generale e in particolare quella intorno ai
principl della scienza; non escludiamo perd, anzi vogliamo oggi pit che mai che uno
degli scopi piu importanti della scienza sia anche quello di soddisfare ai bisogni delle
scienze applicate e di corrispondere meglio che € possibile alla sua importante funzione
sociale.

E qui, come geometri, avremmo finito. Ma se non € compito nostro di fare della
filosofia, non possiamo perd accettare le restrizioni del puro empirismo sull’estensione
della ricerca matematica; il PAScH stesso che ha fatto un utile tentativo in questo
senso, e per tante ragioni assai lodevole, non ha potuto rimanere coerente al suo pro-
gramma('?), Ne possiamo quali geometri ammettere che lo spazio e i suoi postulati
siano forme a prior: dell’intuizione pura, secondo la critica di KANT, perché nessuna
prova matematica & stata data ad es. per il postulato delle parallele di EUCLIDE, il solo
che KANT conoscesse. E quei filosofi positivisti i quali combattono le ipotesi euclidee
non sono meno metafisici dei kantiani. E tanto meno possiamo ammettere che pur non
avendo il postulato di EUCLIDE la stessa evidenza degli altri e possa non essere verificato
da ulteriori osservazioni noi abbiamo un’intuizione a prior: o subiettiva necessaria del
postulato medesimo, la quale intuizione deriverebbe dalle rappresentazioni visive e tat-
tili*®). E non la possiamo accettare perche se I’esperienza non confermasse il postulato
di EucLIDE, dovrebbero pur modificarsi le rappresentazioni visive e tattili, e quindi an-
che la nostra intuizione spaziale. In ogni caso nessuna prova geometrica abbiamo della
necessita subiettiva del postulato di EucLIDE e degli altri assiomi; cosicché il geometra
non puo ammettere gli assiomi dati dalle rappresentazioni visive e tattili per tutto lo
spazio illimitato senza giustificare tale estensione. La nostra intuizione e fatta di os-
servazione e di esperienza idealizzata, perché quando mi figuro la retta intuitivamente,
non la so immaginare che come un oggetto rettilineo per quanto idealizzato, e sebbene
poi coll’astrazione io estenda tale rappresentazioné a qualunque segmento della retta
illimitata. Noi ci assicuriamo infatti della presenza degli oggetti esterni e delle loro pro-
prieta per mezzo dei sensi e delle qualita delle nostre sensazioni che essi producono in
noi, e tratteniamo coll’astrazione soltanto quella dell’estensione per avere le prime forme
geometriche. E cosi, come il linguaggio, I’'intuizione spaziale & il prodotto di una lunga

(2)A., Fondam. di geometria. Appendice
(13)ENRIQUES, Sulla spiegazione psicologica dei postulati della geometria (Rivista filosofica di G.
CANTONI. Pavia, 1903). — Enc. der Math. Wiss. (loc. cit. Einleitung).
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esperienza. Gli uomini la possedono in grado diverso; essa dovrebbe essere piu perfetta
nei geometri puri e nei pittori, manchevole in coloro che ciechi da giovani riacquistando
la vista hanno un’intuizione imperfetta delle forme geometriche piti semplici.

I1 sig. B. RuUSSEL ha posto la questione dell’a prior: sotto una nuova forma, dis-
tinguendo 1’a prior: logico dall’a prior: psicologico, che per KANT si confondono. Ma
per quanto siamo d’accordo in alcune considerazioni fondamentali, fra le quali quella
dell’indipendenza della geometria dalla fisica, non posso associarmi a lui ad es. neé nella
dimostrazione che lo spazio, come forma di esteriorita, debba avere un numero finito di
dimensioni, mentre lo spazio generale ne ha un numero infinito, né nell’altra, che egli
tenta di dare, che tutti gli assiomi comuni alle tre geometrie non-euclidee sono necessari
per ogni esperienza, mentre anche secondo lui sono di origine empirica i postulati stessi
delle parallele. Sarebbe opportuno esaminare le conseguenze di tale ipotesi rispetto alla
geometria non-archimedea.

Vi sono dei concetti che non ci sono dati direttamente dall’osservazione, come quello
dell’illimitato, dal quale abbiamo fatto dipendere quello della dimostrazione per in-
duzione completa, o quello dell’eguaglianza delle figure indipendentemente dal principio
approssimativo del movimento dei corpi rigidi, e di questi concetti non € chiaro ancora
quanta parte spetti al pensiero e quanta all’esperienza(®®). Ma per il fatto che nella
geometria ai dati imprecisi dell’esperienza noi sostituiamo delle forme precise, come ad
esempio quella della retta, cid non significa che essi siano forme necessarie di ogni es-
perienza, perché anche i postulati non-euclidei possono essere sostituiti mediante forme
matematicamente precise, senza che si possano considerare come forme trascendentali
del nostro spirito. Certo € pero che la geometria teorica ha la sua origine nell’esperienza,
ma pud rendersene indipendente colla formulazione esatta dei suoi assiomi e delle sue
ipotesi, e colla dimostrazione della possibilita cosi di queste ipotesi come degli assiomi
quando siano estesi allo spazio illimitato, e con la costruzione di forme che non sono sug-
gerite dall’esperienza stessa. Queste forme perd sono costruzioni alle quali conducono
gli assiomi tratti dall’esperienza elaborata dal pensiero logico, senza venir meno alle
condizioni poste dall’intuizione spaziale.

Il pensiero, la psiche e il senso sono cosi intimamente connessi fra loro, che la se-
parazione di cid che & speciale di ciascuno & quasi sempre un problema arduo, se non
d’'impossibile soluzione, di guisa che la filosofia vi gira intorno da secoli senza potervi mai
penetrare completamente e raggiungere una soluzione definitiva. Soltanto con la spe-
cializzazione delle ricerche e con un indirizzo sperimentale e scientifico si potra arrivare
in alcuni problemi almeno ad una sintesi filosofica chiara e sicura, onde gli scienziati
specialisti potranno prepararne gli elementi. E fra questi problemi possiamo considerare
quelli delle idee matematiche; alla soluzione dei quali i matematici hanno contribuito
con uno dei pilu belli monumenti nella storia della scienza.

(14 A. Il vero nella mat., nota 3.



Lista de Simbolos

Capitulos 2 e 3

>

AB
AABC

P 1
C~ D
Cnsy D
CAD
C sy D
AB

ZABC

Ponto

Reta incidente nos pontos A e B

Reta

Pertence

Relagdo estar entre

Segmento de extremos nos pontos A e B

Tridngulo de vértices A, Be C

N3ao pertence

Distinto

Conjunto vazio

Plano

Plano P menos a reta |

Os pontos C e D estdo do mesmo lado do plano em relagao da reta 1
Os pontos C e D estdo do mesmo lado do plano em relagdo da reta ﬁ
Os pontos C e D estdo de lados opostos do plano em relagdo da reta 1
Os pontos C e D estdo de lados opostos do plano em relagao da reta ﬁ
Semi-reta de origem A e incidente no ponto B

Angulo formado pelas semi-retas ﬁ e lﬁ
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AB=~CD
AB > CD
AB < CD

O segmento AB é congruente com o segmento CD
O segmento AB é maior que o segmento CD

O segmento AB é menor que o segmento CD

ZABC = ZDEF O éangulo ZABC é congruente com o ZDEF

/ZABC > ZDEF O éangulo ZABC é maior que o ZDEF

ZABC < ZDEF O éangulo ZABC é menor que o ZDEF

R
r A

Angulo reto

Circulos

Circ(0O, OA) Circulo de centro em O e raio OA

Capitulo 4

[JABCD

[s]ABCD

Quadrildtero de vértices A, B, C,D

Quadrilatero de Saccheri

Capitulo 5

Q o = =

<9 N

char(F)

N

Corpo

Corpo dos niimeros reais

Corpo dos nlimeros racionais

Corpo dos niimeros complexos

Classes residuais modulo p

Conjunto de elementos positivos do corpo
Caracteristica do corpo [F

Corpo ordenado com conjunto de elementos positivos P
Contido

Conjunto de todos os polindmios com coeficientes em %
Corpo ordenado

Valor mdaximo entre os elementos a e —a

Para todo
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fxg

©

A N ORI

>
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f e g sdo fungbes equivalentes
Conjunto de todas as fungdes equivalentes de ¢

Conjunto de todas as classes de equivaléncias de fungdes continuas com um
ntumero finito de raizes e a fungao zero

Corpo pitagoérico ndo arquimediano

Conjunto de todas as classes de eqiiivaléncias de fungbes continuas que a
partir de um momento nunca se anulam e a fungdo zero

Corpo euclidiano ndo arquimediano

Capitulo 6

(a,b)
IF2

Par ordenado com a,b e F

Conjunto de todos os pares ordenados: plano cartesiano sobre [F

AB © CD Fungéo da forma AB ® CD = (xa —x8)(ya —ys) + (xc —xp)(yc —yb)

d(A, B

tan(o)

) Distéancia euclidiana entre os pontos A e B

Tangente do angulo «

Capitulo 7

f.l.
ITo
&0

Finitamente limitado(a)

Conjuntos de todos os pontos de F? que sejam f.1.
Esfera centrada na origem e raio t

Pélo norte N = (0,0, t)

Poélodaretal C .0

Pélo da reta ﬁ
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congruéncia de, 110
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retos, 28
soma de, 24
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Coeficiente lider, 68
Corpo, 61
Abstrato, 97
caracteristica de, 63

Ordenado, 62, 103

Corpo ndo Arquimediano, 60, 81
construgao de, 68
Euclidiano, 86
Pitagérico, 81

Dedekind, 66

Eixo
-x, 95
-y, 95
negativo, 103
positivo, 103
Elemento
Finitamente limitado, 119
Infinitesimal, 119
Infinito, 119

Funcgdes racionais, 74
Equivalentes, 77
Negativas, 74
Positivas, 74

Geometria
Esférica, 127
Euclidiana, 31
Finitas, 17
hiperbdlica, 34
Incidéncia, 12
ndo Arquimediana, 60, 116
Neutra, 7, 10
semi-Eliptica, 59, 60
semi-FEuclidiana, 59, 60
semi-Hiperbdlica, 59, 60
Sobre Corpos, 94
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Hartshorne, 11
Hilbert, 10
plano de, 7, 26

Plano semi-Eliptico, 59, 116, 127
Plano semi-Fuclidiano, 59, 116, 118
Plano semi-Hiperbélico, 59, 116

Hipdtese, 48
do angulo agudo, 48, 55
do angulo obtuso, 48, 55
do angulo reto, 48, 55

Inclinacgdo, 95

LAL, 31
Lambert, 48
LLL, 32

Mediatriz, 33
Modelo, 10

Geometria de incidéncia, 13
Movimentos Rigidos, 40
Movimentos rigidos, 113
MRS, 42, 113
Mudanga de varidveis, 99

Paralelismo, 33, 96
Pasch, 15
Perpendicularidade, 28
Plano, 11
de Fano, 13
Origem do, 95
Plano Cartesiano, 95
sobre um Corpo Abstrato, 95
Polinémio, 68
Negativo, 72
Nulo, 72
Positivo, 69
Unidade, 72
Ponto Finitamente limitado, 120
Ponto médio, 33

Quadrilatero, 50
de Saccheri, 48-50

Relagdo
de Congruénia, 21, 23, 108
de Estar Entre, 15, 103
de Incidéncia, 11, 97
Reta, 95
RHC, 32

Saccheri, 34, 46, 47
Segmento, 16, 107
congruéncia de, 109
soma de, 22
Semi-reta, 19, 107
origem, 19
Separagao
da reta, 19
do plano, 18
Sistema Axiomatico, 7
Consistente, 9
Independiente, 9

Teorema
da trave, 20
de Pappus, 102
do angulo externo, 26
Termos
definidos, 8
indefinidos, 8
Trés Hipdteses, 55
Tridngulo, 16
congruéncia de, 31
congruentes, 24
isésceles, 31
retangulo, 28
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