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Resumo

Modelos alg�ebri
os para Geometrias n~ao-ArquimedianasMar��a Jos�e Moreno SilvaNovembro/2010
Orientador: Oswaldo Vernet de Souza PiresNeste trabalho, apresentamos um estudo sobre modelos alg�ebri
os de geometriasn~ao arquimedianas. Para esta �nalidade, outorgamos uma interpreta�
~ao alg�ebri
a a umsistema axiom�ati
o que n~ao 
ontemple nenhum axioma de 
ontinuidade. Para realizara interpreta�
~ao alg�ebri
a nos munimos de ferramentas alg�ebri
as, pelo que estudamos
orpos abstratos e 
onstruimos 
orpos n~ao arquimedianos. Al�em disso, apresentamosaqui, o arquivo \La Geometria non-Arquimedea" de Giuseppe Veronese e a tradu�
~aopara o português da tese de Doutorado de Max Dehn \Die Legendre'shen S�atze �uberdie Winkelsumme im Dreie
k".
Palavras-chaves: Plano de Hilbert; Geometria n~ao Arquimediana; Modelos alg�ebri
os.
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Abstract

Algebrai
 models for non-Ar
himedean GeometriesMar��a Jos�e Moreno SilvaNovember/2010
Advisor: Oswaldo Vernet de Souza PiresIn this work, we present a study about algebrai
 models of non-ar
himedean geome-tries. For that purpose, we gave an algebrai
 interpretation of an axiomati
 system thatdoes not 
ontemplates any 
ontinuity axiom. To a
hieve an algebrai
 interpretation weendowed algebrai
 tools, and for that we studied abstra
t �elds and 
onstru
ted non-Ar
himedean �elds. Besides that, we presented the �le \La geometria non-Arquimedea"by Giuseppe Veronese and a translation to portuguese for the PhD thesis by Max Dehn\Die Legendre'shen S�atze �uber die Winkelsumme im Dreie
k".
Keywords: Hilbert plane; Non-Ar
himedean Geometry; Algebrai
 models.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho queremos abordar um estudo sobre modelos alg�ebri
os para geometriasn~ao arquimedianas. Mas o que entendemos por geometrias n~ao arquimedianas? Pararesponder esta pergunta, devemos primeiro es
lare
er o que entendemos por geometriasarquimedianas. Geometrias arquimedianas s~ao aquelas geometrias nas quais o axiomade Arquimedes vale. Este axioma, enun
iado informalmente, nos diz que, dados doissegmentos, existir�a sempre um m�ultiplo do primeiro que ex
ede o segundo. Em geome-tria, este prin
��pio �e postulado para segmentos e provado 
omo teorema para ângulos,�areas e volumes.O axioma de Arquimedes 
ostumava ser usado impli
itamente por parte de v�ariosmatem�ati
os e geômetras at�e o �nal do s�e
ulo XIX. Isto devia-se �a forte 
onex~ao queexistia entre a geometria e realidade vis��vel, na qual a nega�
~ao do prin
��pio arquimedianon~ao en
ontra 
orrespondente imediato. Um dentre os v�arios exemplos de uso impl��
itodo axioma de Arquimedes em geometria �e a prova de Legendre, em seus �El�ements deG�eometrie, para a proposi�
~ao a
er
a da soma dos ângulos internos de um triângulo(1).Com maior a
eita�
~ao dos trabalhos de Bolyai e Loba
hevsky, sobre a teoria dasparalelas e, 
onseq�uentemente a geometria hiperb�oli
a, no �nal do s�e
ulo XIX, 
ome�
ou-(1)Ver proposi�
~ao em [16, Legendre, 2009, p.39℄. 1



2se a desvin
ular a geometria da realidade tang��vel. A partir de ent~ao, os estudos emgeometria abrangem n~ao somente problemas 
on
retos, havendo interesse 
ont��nuo emsistemas axiom�ati
os.Em rela�
~ao �a geometria n~ao arquimediana, �e Giuseppe Veronese, no �nal do s�e
uloXIX, o autor de um dos primeiros trabalhos sobre sistemas geom�etri
os em que o axiomade Arquimedes �e negado. O seu trabalho foi 
riti
ado por v�arios matem�ati
os, mastamb�em foi uma inspira�
~ao para outros.David Hilbert demonstra, no par�agrafo x12 dos seus Grundlagen der Geometrie,atrav�es de um modelo, que o axioma de Arquimedes �e independente dos demais axiomasque ele utilizou para fundamentar a geometria eu
lidiana. Para sua prova, Hilbert fazuso de um sistema de n�umeros 
omplexos, que de�ne no par�agrafo x9; na vis~ao alg�ebri
aatual, este sistema nada mais �e do que um 
orpo pitag�ori
o n~ao arquimediano, extens~aodos n�umeros reais.Em outras �areas da matem�ati
a, 
omo no dom��nio da �algebra, h�a igual interesse emestudar estruturas n~ao arquimedianas, notadamente os 
orpos, onde apare
em elemen-tos �nitos, in�nitos, �nitamente limitados e in�nitesimais. Nessas estruturas, nenhumm�ultiplo de um elemento �nito ex
ede um in�nito, por exemplo, o mesmo a
onte
endoem rela�
~ao aos in�nit�esimos e os elementos �nitos. Nas estruturas alg�ebri
as, h�a di-versas maneiras de 
onstruir um 
orpo n~ao arquimediano a partir de uma estruturaarquimediana j�a 
onhe
ida. Em parti
ular, partindo do anel de polinômios, �e poss��velestender o 
orpo dos reais a um 
orpo n~ao arquimediano, 
onstitu��do por 
lasses deeq�uivalên
ia de fun�
~oes ra
ionais.Uma das maneiras de obter um modelo para uma geometria �e atrav�es da �algebra,
onstruindo uma geometria anal��ti
a sobre um plano 
artesiano F2 , onde F �e um 
orpoqualquer, n~ao ne
essariamente o dos n�umeros reais. Se F for o 
orpo dos n�umerosreais, o plano 
artesiano asso
iado �e o plano usado na geometria anal��ti
a estudada



3na es
ola e na gradua�
~ao, que �e um modelo alg�ebri
o para a geometria eu
lidiana. �Eeste modelo que serve de inspira�
~ao para modelar geometrias n~ao arquimedianas: se Ffor um 
orpo n~ao arquimediano, 
onseguimos modelar geometrias n~ao arquimedianasatrav�es da �algebra.Durante o pro
esso de 
apa
ita�
~ao e forma�
~ao 
ontinuada de professores, in
luindoaqui tanto estudantes universit�arios de li
en
iatura em matem�ati
a quanto professores
om gradu�
~ao 
on
lu��da, a abordagem no estudo de sistemas axiom�ati
os e modeliza�
~aodestes �e prati
amente es
assa. Por isto, julgamos importante, na forma�
~ao 
ontinua-da de professores de matem�ati
a, enfatizar o 
ar�ater axiom�ati
o que est�a presente nosdiversos ramos desta 
iên
ia, bem 
omo o importante papel dos modelos na valida�
~aode tais sistemas. Isto o
orre, evidentemente, tamb�em na geometria.Avaliamos que um dos pontos prin
ipais na motiva�
~ao para realizar este trabalho foiao per
eber, depois de uma revis~ao de literatura que, os textos did�ati
os que abordamas geometrias n~ao arquimedianas s~ao es
assos, e prati
amente inexistem em português.O objetivo desta disserta�
~ao �e, portanto, estudar modelos alg�ebri
os para algumasgeometrias n~ao-arquimedianas. Para esta �nalidade, ne
essitamos outorgar uma in-terpreta�
~ao alg�ebri
a a um sistema axiom�ati
o que n~ao in
orpore nenhum axioma de
ontinuidade. Para realizar a interpreta�
~ao alg�ebri
a pre
isaremos munir-nos de fer-ramentas alg�ebri
as, pelo que faremos um estudo de 
orpos abstratos e 
onstruiremos
orpos n~ao arquimedianos.No 
ap��tulo 2 queremos de�nir e estabele
er um sistema axiom�ati
o, onde estudare-mos e analisaremos as proposi�
~oes que derivam de 
ada axioma ou grupo de axiomas.Em s��ntese, queremos instaurar um sistema axiom�ati
o geom�etri
o que se denominaPlano de Hilbert. Aqui queremos estudar as propriedades que derivam dos axiomaspara o plano propostos por Hilbert em seus Fundamentos.



4Aproveitando a axiom�ati
a introduzida, vamos, no 
ap��tulo 3 formalizar o m�etodo desuperposi�
~ao de Eu
lides, usando uma 
lasse espe
ial de fun�
~oes no plano em si mesmo,que 
hamaremos de movimentos r��gidos. Na verdade queremos mostrar que existeuma quantidade su�
iente de movimentos r��gidos em um plano \quase" de Hilbert paratornar pre
iso, do ponto de vista l�ogi
o, o prin
��pio de superposi�
~ao empregado porEu
lides.No 
ap��tulo 4, retomaremos, �a luz da axiom�ati
a estabele
ida, o trabalho reali-zado pelo sa
erdote jesu��ta Gerolamo Sa

heri na sua tentativa de demonstrar 
omoteorema o quinto postulado de Eu
lides. Embora Sa

heri n~ao tenha logrado êxito emsua empreitada, grande parte de seus teoremas pode ser relida no Plano de Hilbert,dando origem a três geometrias distintas: os planos de Hilbert semi-hiperb�oli
o, semi-eu
lidiano e semi-el��pti
o.Como nosso objetivo �nal �e estudar modelos alg�ebri
os de geometrias n~ao arquime-dianas, ne
essitamos dispor de ferramentas alg�ebri
as. �E por este motivo que no 
ap��tulo5 queremos fazer um estudo de 
orpos abstratos, de�nindo-os e estabele
endo algumaspropriedades relativas �a rela�
~ao de ordem de alguns 
orpos. Pretendemos 
onstruir um
orpo n~ao arquimediano 
om a �nalidade de estendê-lo a um 
orpo n~ao arquimedianopitag�ori
o e, posteriormente, a um 
orpo n~ao arquimediano eu
lidiano. Pro
uramos
on
eber este 
ap��tulo de forma auto
ontida, de maneira que se torne a
ess��vel mesmoao leitor n~ao muito familiarizado 
om o linguajar alg�ebri
o.No 
ap��tulo 6, 
onstru��mos um modelo alg�ebri
o no qual os axiomas introduzidosno 
ap��tulo 2 sejam satisfeitos; em verdade, queremos dar uma interpreta�
~ao ao sistemaaxiom�ati
o 
om o aux��lio das ferramentas alg�ebri
as de que vamos dispor no 
ap��tulo 5.Estudaremos quais s~ao as 
ondi�
~oes ne
ess�arias do 
orpo para que no modelo alg�ebri
osejam satisfeitos os axiomas do plano de Hilbert e as proposi�
~oes que derivam deles.Em outras palavras queremos mostrar quais s~ao as 
ondi�
~oes adi
ionais que se devem



5impor ao 
orpo para que os termos e rela�
~oes inde�nidos do sistema axiom�ati
o sejamv�alidos no modelo.Finalizamos, no 
ap��tulo 7, 
om os almejados modelos alg�ebri
os para geometriasn~ao arquimedianas, objeto de estudo desta disserta�
~ao. Para esta �nalidade, exami-namos algumas regi~oes no Universo de todos os planos de Hilbert que 
orrespondem ageometrias n~ao arquimedianas de nosso interesse. Ser�a poss��vel distinguir três 
onjuntosdisjuntos: o plano de Hilbert semi-eu
lidiano munido de (P) e negando (A); o plano deHilbert semi-eu
lidiano negando (P) e negando (A); e, �nalmente, o plano de Hilbertsemi-el��pti
o negando (A).No apêndi
e A, in
orporamos a tradu�
~ao para o português da tese de doutoradode Max Dehn (\Die Legendre'shen S�atze �uber die Winkelsumme im Dreie
k"), que foialuno de Hilbert em G�ottingen. Hilbert prop~os a Dehn estudar a rela�
~ao entre doisteorema de Legendre e o axioma de Arquimedes. Os teoremas de Legendre que estudouDehn s~ao:I. Em um triângulo, a soma dos três ângulos nun
a pode ex
eder dois ângulos retos.II. Quando em um triângulo qualquer a soma dos três ângulos �e igual a dois ângulosretos, isto se d�a para todo triângulo.A tese de doutorado de Dehn quer responder a seguinte pergunta: �e poss��vel provaros teoremas de Legendre sem fazer uso de qualquer axioma de 
ontinuidade, isto�e, sem empregar o axioma de Arquimedes? Dehn mostrou que o primeiro teorema�e uma 
onseq�uên
ia do axioma de Arquimedes e que a segunda �e independente dele.Ele tamb�em mostrou que, se o axioma de Arquimedes n~ao �e v�alido, o teorema sobre asoma dos ângulos internos de um triângulo n~ao �e equivalente ao axioma de paralelismode Eu
lides.Al�em disso, no apêndi
e B, in
orporamos, no original italiano, o artigo de Giuseppe



6Veronese \La geometria non-Arquimedea" publi
ado nos anais do IV Congresso Interna-
ional de Matem�ati
os que a
onte
eu entre os dias 6 at�e 11 de abril de 1908 na 
idade deRoma. A
redita-se que Veronese foi um dos primeiros matem�ati
os que tentou 
onstruirum modelo de geometria n~ao-arquimediana.



Caṕıtulo 2

Geometria Neutra

Neste 
ap��tulo de�niremos sistemas axiom�ati
os, des
revendo em que 
onsistem. Al�emdisso, enun
iaremos quando um sistema axiom�ati
o �e 
onsistente e independente. Tam-b�em 
on
eituaremos modelo, segundo [14, Hilbert, 1987℄, de um sistema axiom�ati
o.Feito isto, queremos estabele
er um sistema axiom�ati
o 
on
eituando termos inde�nidose rela�
~oes inde�nidas, onde estudaremos e analisaremos as proposi�
~oes que derivam de
ada axioma ou grupo de axiomas que tenham sido in
orporadas. A id�eia, na verdade,�e estabele
er um sistema axiom�ati
o que 
hamaremos Plano de Hilbert. Ne
essitamosdeste sistema axiom�ati
o, pois no 
ap��tulo 6 \Geometria sobre Corpos" estabele
eremosum modelo alg�ebri
o para este sistema. Em outras palavras, interpretaremos algebri-
amente este 
onjunto de axiomas, e mostraremos que as propriedades satisfeitas noPlano de Hilbert, tamb�em o s~ao no modelo alg�ebri
o.
2.1 Sistema AxiomáticoEm 
ada �area da matem�ati
a, que �e uma 
iên
ia n~ao emp��ri
a, �e ne
ess�ario um modo,que 
hamaremos M�etodo Axiom�ati
o, mediante o qual se justi�quem suas a�rma�
~oes.Mas os enun
iados destas a�rma�
~oes devem-se demonstrar de maneira dedutiva. Paraisto �e fundamental manter algumas proposi�
~oes 
omo premissas e a partir delas, e em7
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adeia dedutiva, obter outras proposi�
~oes. Dependendo das proposi�
~oes 
onsideradas
omo premissas, o m�etodo axiom�ati
o obt�em parti
ularidades espe
iais. A elei�
~ao dasproposi�
~oes que ser~ao 
onsideradas premissas deve respeitar a ne
essidade de �nitudedo elo dedutivo e evitar a 
ir
ularidade. Em outras palavras, 
ada nova a�rma�
~ao deveser provada em um n�umero �nito de passos 
om o aux��lio das premissas e sem usar amesma a�rma�
~ao. �E por esta raz~ao que se es
olhem 
ertas a�rma�
~oes 
omo verdadeirassem a ne
essidade de justi�
�a-las, as que 
hamamos de axiomas ou postulados. As-sim, em um m�etodo axiom�ati
o temos dois tipos de proposi�
~oes: algumas se justi�
ammediante um pro
esso dedutivo l�ogi
o, usando proposi�
~oes �xadas previamente, e outrass~ao enun
iadas sem justi�
a�
~ao demonstrativa. O modo 
omo fun
ionam estes doistipos de enun
iados est�a determinado pelo m�etodo axiom�ati
o. Resumindo, o m�etodoaxiom�ati
o �e o pro
edimento mediante o qual trabalham as 
iên
ias formais.No âmbito da Matem�ati
a, a Geometria Eu
lidiana 
omp~oe o exemplo de 
onhe-
imento mais antigo j�a sistematizado que 
hegou ao nossos dias. Antes de Pit�agoras,armazenava-se o 
onhe
imento geom�etri
o em uma 
ole�
~ao de registros isolados e sem
onex~ao uns dos outros. No momento de organizar estes registros, os gregos passaram deuma 
ole�
~ao de 
onhe
imentos isolados a uma 
iên
ia. A
redita-se que, sistematizar ageometria se ini
iou 
om Pit�agoras e 
ulminou 
om a obra de Eu
lides \Os Elementos",onde 
ada uma das proposi�
~oes geom�etri
as foi organizada ini
iando pelos axiomas,as de�ni�
~oes e os postulados, para 
ontinuar 
om teoremas deduzidos das proposi�
~oesini
iais.Como men
ionado a
ima, uma estrutura l�ogi
a e organizada �e 
hamada sistema a-xiom�ati
o ou dedutivo. Segundo [4, Cederberg, 1991, Cap. 1℄ este sistema est�a 
ompostopelos seguintes 
omponentes:
• Termos inde�nidos
• Termos de�nidos
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• Axiomas
• TeoremasA ne
esidade de in
luir termos inde�nidos deve-se ao fato de que n~ao �e poss��velde�nir todos os termos sem in
orrer em de�ni�
~oes 
ir
ulares. Na Geometria, em geral,
onsideram-se termos inde�nidos pontos, retas e planos, e 
onsideram-se três rela�
~oesinde�nidas: in
ide, est�a entre e 
ongruente.Os termos de�nidos n~ao s~ao realmente ne
ess�arios, pois s~ao introduzidos pela 
o-modidade de abrevia�
~ao. Por exemplo, de�nir segmento 
omo o 
onjunto 
onstitu��dopor dois pontos distintos e todos os pontos situados entre eles.�E imposs��vel mostrar todas as proposi�
~oes sem re
air em demonstra�
~oes 
ir
ulares,
onstru��das a partir de termos inde�nidos, bem 
omo de�nir todos os termos. �E porisso que um 
onjunto de proposi�
~oes s~ao assumidas verdadeiras. Essas a�rma�
~oes s~ao
hamadas axiomas ou postulados, e a partir deles s~ao deduzidas, atrav�es de uma 
adeial�ogi
a, outras a�rma�
~oes. Os enun
iados que s~ao provados mediante um elo dedutivos~ao 
hamados teoremas. Um axioma em um sistema pode ser um teorema em outrosistema, pois depende das de
lara�
~oes 
onsideradas 
omo premissas.Um sistema axiom�ati
o �e 
onsistente se nele n~ao h�a duas a�rma�
~oes, sejam axiomasou teoremas, que se 
ontradizem. Por exemplo, se T �e um teorema deduzido em umsistema axiom�ati
o, n~ao pode ser inferido tamb�em o teorema ∼T (nega�
~ao de T) nomesmo sistema. Ser 
onsistente �e um requisito essen
ial em um sistema axiom�ati
o.Os axiomas ou rela�
~oes ini
iais de um sistema axiom�ati
o devem ser independentes,ou seja, uma proposi�
~ao n~ao pode ser axioma e teorema no mesmo sistema. Tampou
oum axioma ou parte dele pode ser inferido a partir dos outros axiomas.Para entender e mostrar que um sistema axiom�ati
o �e 
onsistente, �e ne
ess�ario in-
orporar uma interpreta�
~ao, isto �e, atribuir signi�
ados aos termos inde�nidos, de modo



10que as rela�
~oes entre eles se transformem em senten�
as verdadeiras ou falsas no 
on-texto da interpreta�
~ao. Se a interpreta�
~ao dos axiomas resulta 
oerente, dizemos quea interpreta�
~ao �e um modelo do sistema axiom�ati
o. Em outras palavras, um modelo�e uma estrutura que atribui um signi�
ado aos termos inde�nidos (pontos, retas, et
...no 
aso da geometria), na qual as proposi�
~oes do sistema sejam verdadeiras. Assim,podemos dizer que um modelo �e a realiza�
~ao do sistema axiom�ati
o em um 
ontexto
onhe
ido. Se no sistema axiom�ati
o uma senten�
a �e 
ontradit�oria, no modelo tamb�emo ser�a.
2.2 Geometria NeutraNo livro \Grundlagen der Geometrie", David Hilbert diz:A Geometria pre
isa - do mesmo modo 
omo a Aritm�eti
a - para a sua
onstru�
~ao 
onseq�uente s�o de pou
os e simples fundamentos. Estes fun-damentos 
hamam-se axiomas da Geometria. A formula�
~ao dos postu-lados da Geometria, e a investiga�
~ao das suas rela�
~oes, �e uma tarefaque se a
ha dis
utida desde Eu
lides em muitos ex
elentes tratados daliteratura matem�ati
a. A tarefa proposta equivale a uma an�alise l�ogi
ada nossa 
on
ep�
~ao intuitiva do espa�
o.A investiga�
~ao presente �e uma nova tentativa de formular para a Geo-metria um sistema de axiomas 
ompleto e o mais simples poss��vel ede deduzir deles os teoremas geom�etri
os mais importantes de tal modoque �que bem 
laro o signi�
ado dos diferentes grupos de postulados ea importân
ia das 
onseq�uên
ias que seguem dos diversos axiomas.[Tradu�
~ao nossa(1)℄(1)Die Geometrie bedarf - ebenso wie die Arithmetik - zu ihrem folgeri
htigen Aufbau nur weniger undeinfa
her Grunds�atze. Diese Grunds�atze hei�en Axiome der Geometrie. Die Aufstellung der Axiome derGeometrie und die Erfors
hung ihres Zusammenhanges ist eine Aufgabe, die seit Euklid in zahlrei
henvortre�i
hen Abhandlungen der mathematis
hen Literatur si
h er�ortert �ndet. Die bezei
hnete Aufgabel�auft auf die logis
he Analyse unserer r�aumli
hen Ans
hauung hinaus.Die vorliegende Untersu
hung ist ein neuer Versu
h, f�ur die Geometrie ein vollst�andiges und m�ogli
hsteinfa
hes System von Axiomen aufzustellen und aus denselben die wi
htigsten geometris
hen S�atze in



11Com o desenvolvido no seu livro, Hilbert mostrou que a Geometria Eu
lidiana noespa�
o podia ser fundamentada 
om base em pou
os axiomas.A Geometria Absoluta ou Neutra no espa�
o �e um sistema axiom�ati
o em que os ter-mos inde�nidos s~ao ponto, reta, plano, in
idên
ia, estar entre e 
ongruên
ia. O 
onjuntode axiomas que usaremos aqui �e proposto por Robin Hartshorne [11, Hartshorne, 2000℄e n~ao 
orresponde exatamente aos propostos por Hilbert em [13, Hilbert, 1953℄, poisn~ao desejamos in
orporar os axiomas do espa�
o que foram 
onsiderados por Hilbert.Este sistema axiom�ati
o 
onta 
om uma base ini
ial de treze axiomas, que s~ao divididosem três grupos. As proposi�
~oes da Geometria que estudaremos s~ao as que seguem 
omo
onseq�uên
ias l�ogi
as dos treze axiomas, estabele
idos por Hartshorne. Na geometriaabsoluta ou neutra n~ao se a�rma nem se nega o axioma das paralelas (V postulado deEu
lides), tampou
o se in
orporam axiomas de 
ontinuidade.Consideraremos plano P 
omo um 
onjunto de elementos, que 
hamaremos pontos.Retas ser~ao 
onjuntos de pontos �
ando inde�nida a propriedade que os 
ara
teriza.As rela�
~oes de in
idên
ia, estar entre e 
ongruên
ia n~ao ser~ao de�nidas, mas postuladasnos axiomas de 
ada grupo.
2.3 Axiomas de IncidênciaIn
orporamos um primeiro grupo de axiomas onde ser�a estabele
ida a rela�
~ao entrepontos, retas e interse�
~ao de retas. Os axiomas deste grupo, 
hamados de in
idên
ia,s~ao:der Weise abzuleiten, da� dabei die Bedeutung der vers
hiedenen Axiomgruppen und die Tragweite deraus den einzelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen m�ogli
hst klar zu Tage tritt. [14, Hilbert, 1987℄
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(I1) Para 
ada dois pontos distintos A e B, existe uma �uni
a reta in
idente a A e Bsimultaneamente. Esta reta �e denotada ←→AB.
(I2) A toda reta in
idem pelo menos dois pontos distintos.
(I3) Existem três pontos distintos que n~ao s~ao in
identes a uma mesma reta.A um sistema axiom�ati
o em que os termos inde�nidos s~ao ponto, reta e plano,satisfazendo os axiomas (I1), (I2) e (I3), diremos que �e uma geometria de incidência.Dados um ponto P e uma reta l, as seguintes express~oes s~ao equivalentes:
• o ponto P in
ide (ou �e in
idente) �a reta l;
• a reta l in
ide (ou �e in
idente) ao ponto P;
• a reta l passa por P;
• o ponto P est�a sobre a reta l;
• o ponto P perten
e �a reta l: P ∈ l.Dados três pontos distintos, diremos que eles s~ao 
olineares se in
idem �a mesmareta.Na se�
~ao (2.1), dissemos que um modelo de um sistema axiom�ati
o �e uma atribu�
~aode um signi�
ado para 
ada um dos termos inde�nidos. A
ima de�nimos quando umageometria �e de in
idên
ia. Agora, mostraremos exemplos de modelos, onde representamgeometrias de in
idên
ia e onde n~ao.

Exemplo 2.1Em 
ada um dos modelos seguintes, os axiomas (I1), (I2) e (I3) s~ao satisfeitos. Aquios segmentos na �gura representam as retas do modelo, 
ontendo apenas os pontosmen
ionados.



13(a) Considere um plano 
ujos elementos s~ao os pontos A1, A2, . . . , An e 
om os (n2)
onjuntos {Ai, Aj} 
om i 6= j. Segue modelos para n = 3, 4, 5.
b b

b

b b

b

b

b b

bb

b

A B A B A B

D

E C

C C

D

Figura 2.1: Modelos de Geometria de In
idên
ia(b) Um outro exemplo �e o denominado Plano de Fano, onde temos os pontos A, B,
C, D, E, F, G e retas {A,B,C}, {C,D,E}, {A,E, F}, {A,D,G}, {B,E,G}, {C, F,G} e
{B,D, F}.

b b

b

b

bb

b

A

B

CDE

F
G

Figura 2.2: Plano de Fano
Exemplo 2.2Os seguintes s~ao modelos de geometrias que n~ao s~ao de in
idên
ia.(a) Considere 
omo pontos A,B,C e reta {A,B,C}.(b) Considere 
omo pontos A,B,C e retas {A,B} e {B,C}.(
) Considere 
omo pontos A,B,C e retas {A}, {B}, {C}, {A,B}, {A,C} e {B,C}.(d) Considere 
omo pontos A,B,C,D,E, F e retas {A,C,D,E}, {B,C,D, F} e {A,B, E, F}.
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Figura 2.3: N~ao s~ao geometrias de in
idên
iaEm (a) n~ao �e satisfeito o axioma (I3), em (b) o axioma (I1) n~ao se 
umpre, em (
)
ada reta n~ao �e in
idente a pelo menos dois pontos distintos, portanto o axioma (I2)n~ao �e satisfeito, e em (d) 
ada dois pontos distintos in
idem mais de uma reta, assim(I1) n~ao �e satisfeito.Usando os axiomas de in
idên
ia �e poss��vel mostrar algumas proposi�
~oes. De fato
om o exposto at�e o momento podemos a�rmar que, em uma Geometria de in
idên
ia,devem existir pelo menos três pontos distintos, isto �e garantido pelo axioma (I3). Con-siderando o axioma (I1), podemos a�rmar que devem existir pelo menos três retasdistintas. Outras proposi�
~oes s~ao os teoremas que a seguir exporemos:

Teorema 2.3Dada uma reta, existe pelo menos um ponto n~ao in
idente a ela.Prova : Se n~ao houvesse um ponto fora de uma reta dada, todos os pontos seriam
olineares, 
ontradizendo o axioma (I3). 2

Teorema 2.4Duas retas distintas inter
eptam-se, no m�aximo, em um ponto.



15Prova : Sejam l e m duas retas distintas e suponha que A e B perten
em a l ∩m. Por
(I1) temos l = m, 
ontradi�
~ao. 2Os axiomas de in
idên
ia s~ao independentes entre eles. Para mostrar que (I1) �eindependente, 
onsideremos o modelo de três pontos e que n~ao 
ont�em retas; para (I2)
onsidere o modelo (
) dos exemplos de n~ao geometrias de in
idên
ias; para (I3) ummodelo 
om dois pontos e uma reta que passa por eles.
2.4 Axiomas de OrdemVamos assumir v�alidos os axiomas (I1)-(I3). In
orpora-se aqui a rela�
~ao inde�nida \estarentre". Esta rela�
~ao permitir�a a ordena�
~ao de pontos em uma reta e ser�a denotada porum asteris
o: ∗. Assim, dados três pontos distintos A, B e C, pode-se es
rever A ∗B∗Ce lê-se \B est�a entre A e C ". A seguir estabele
eremos os axiomas que postulam estarela�
~ao:
(B1) Se A ∗ B ∗ C, ent~ao A, B e C s~ao três pontos distintos in
identes a uma reta evale tamb�em C ∗ B ∗A.
(B2) Se A e B s~ao pontos distintos, ent~ao existe um ponto C tal que A ∗ B ∗ C.
(B3) Dados três pontos distintos in
identes a uma reta, exatamente um deles est�aentre os outros dois.
(B4) (Pas
h) Sejam A, B e C três pontos n~ao in
identes a uma mesma reta, e l umareta tal que A, B e C n~ao in
idem a l. Se existe um ponto D in
idente a l talque A ∗ D ∗ B, ent~ao ou existe um ponto entre A e C in
idente a l ou existeum ponto entre B e C in
idente a l, mas n~ao ambos.Tendo in
orporados os axiomas de ordem, �e poss��vel de�nir os seguintes 
on
eitos:
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Definição 2.5Se A e B s~ao pontos distintos, o segmento AB �e o 
onjunto de todos os pontos doplano que est~ao entre A e B, al�em dos extremos A e B. Se A, B e C s~ao três pontosn~ao 
olineares, o triângulo △ABC �e a uni~ao dos segmentos AB, AC e BC, 
hamados
lados do triângulo.Temos que os axiomas de ordem n~ao nos garantem que, dados dois pontos distintos,exista um ponto in
idente �a mesma reta e que esteja entre eles. O axioma (B1) s�o nosgarante que, se existir tal ponto, ele �e in
idente �a mesma reta. O lema a seguir mostra-nos a existên
ia de um ter
eiro ponto que esteja entre outros dois pontos distintos eseja 
olinear 
om eles.
Lema 2.6Se A e B s~ao pontos distintos, ent~ao existe um ponto C tal que A ∗ C ∗ B.Prova : Por (I3) existe D /∈ ←→AB. Usando (B2) existe E tal que A ∗D ∗ E e existe F talque E ∗ B ∗ F. Como ←→AE 6=←→AB e ←→EF 6=←→ED, temos que F 6= D, ent~ao por (I1) existe ←→DF.Temos que A ∗D ∗ E, E ∗ B ∗ F e ←→DF ∩←→BE = {F}.

b

A

b
B

b

D

b

E

b F

b
C

Figura 2.4: Existên
ia de um ponto entre outros dois pontos distintosPortanto ←→DF ∩ BE = ∅, assim ←→DF ∩AB 6= ∅ por (B4). Portanto existe C entre A e
B. 2Juntos o segundo e ter
eiro axiomas de ordem nos garantem que temos in�nitospontos sobre uma reta. Assim, ao in
orporar este grupo de axiomas, deixamos de ter



17geometrias �nitas. Com os axiomas de in
idên
ia, de ordem e o lema (2.6), as seguintesa�rma�
~oes podem ser provadas:
Teorema 2.7Em um sistema axiom�ati
o onde s~ao v�alidos os axiomas de in
idên
ia e de ordem,s~ao verdadeiras as seguintes a�rma�
~oes:(a) Dados quatro pontos quaisquer de uma reta, podem ser nomeados sempre por

A, B, C, D, de tal modo que B esteja entre A e C e tamb�em entre A e D, al�emdisso o ponto C esteja entre A e D e tamb�em entre B e D.(2)(b) Existem in�nitos pontos em um segmento dado.(
) Existem in�nitos pontos em uma reta dada.(d) Existem in�nitos pontos que n~ao perten
em a uma reta dada.(e) Existem in�nitas retas que 
ontêm um ponto dado.(f) Existem in�nitas retas que n~ao 
ontêm um ponto dado.Para o teorema seguinte, 
onsideremos uma reta l qualquer e a rela�
~ao bin�aria ∼lsobre o 
onjunto P \ l (o plano menos a reta l), assim de�nida: dados A, B ∈ P \ l,
A ∼l B ⇔ A = B ou AB ∩ l = ∅Se l =←→XY tamb�em podemos denotar A ∼←→

XY
B.O teorema a seguir mostra que ∼l �e uma rela�
~ao de equivalên
ia sobre o 
onjunto

P \ l e que parti
iona o 
onjunto de pontos P \ l em exatamente duas 
lasses.Os detalhes nas provas dos teoremas que �a 
ontinua�
~ao ser~ao enun
iados se podemen
ontrar em [11, Hartshorne, 2000, Cap. 2℄.(2)Esta proposi�
~ao quali�
ada 
omo teorema foi 
onsiderada 
omo axioma na primeira edi�
~ao, mas E.Moore, a deduziu 
omo uma 
onseq�uên
ia dos outros axiomas. Extra��do de [13, Hilbert, 1953℄.
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Teorema 2.8(Teorema de Separa
�~ao do Plano) Seja l uma reta qualquer. O 
onjunto dospontos que n~ao perten
em a l pode ser parti
ionado em dois sub
onjuntos S1 e S2,
hamados os lados de l no plano, 
om as seguintes propriedades:1) Dois pontos A,B que n~ao perten
em a l est~ao no mesmo sub
onjunto (S1 ou

S2) se, e somente se, A ∼l B2) Dois pontos A,B que n~ao perten
em a l est~ao em sub
onjuntos distintos se, esomente se, A 6∼l BProva :[Id�eia℄ Considere P o 
onjunto de todos os pontos e l a reta 
onsiderada.Para mostrar que ∼l �e uma rela�
~ao de eq�uivalên
ia sobre P\l, temos que: a re
exivi-dade e simetria s~ao triviais a partir da de�ni�
~ao; quanto �a transitividade (A ∼l B e B ∼l C⇒ A ∼l C),temos dois 
asos a analisar: quando A,B,C n~ao s~ao 
olineares, basta usar o axioma dePas
h; e quando A,B,C s~ao 
olineares, fazemos re
air no 
aso anterior.Para mostrar que existem exatamente duas 
lasses na parti�
~ao, mostra-se que exis-tem pelo menos duas e no m�aximo duas. Para a primeira basta a de�ni�
~ao dos 
onjuntos
S1, S2, na segunda basta mostrar que: A 6∼l C e B 6∼l C⇒ A ∼l B. 2Aqui temos que fazer uma observa�
~ao de um fato interessante sobre a es
olha deum dos axiomas. Se 
onsideramos o teorema pre
edente de separa�
~ao do plano 
omoaxioma em vez de (B4), podemos deduzir, a partir deste novo grupo de axiomas, (B4)
omo teorema. Em outras palavras, (B4) deduz-se de (I1)-(I3), (B1)-(B3) e separa�
~aodo plano. Isto mostra que o axioma de Pas
h e o teorema de separa�
~ao do plano s~aoeq�uivalentes na presen�
a de (I1)-(I3), (B1)-(B3).Tal 
omo uma reta separa o plano em dois 
onjuntos disjuntos, um ponto que in
ideem uma reta tamb�em a separa em dois 
onjuntos disjuntos.
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Teorema 2.9(Teorema de Separa
�~ao da Reta) Seja P um ponto em uma reta l. O 
onjunto
l \ {P} pode ser parti
ionado em dois sub
onjuntos S1 e S2, 
hamados os lados de Pem l, 
om as seguintes propriedades:1) Dois pontos A,B ∈ l\ {P} est~ao no mesmo sub
onjunto (S1 ou S2) se, e somentese, P /∈ AB.2) Dois pontos A,B ∈ l \ {P} est~ao em sub
onjuntos distintos se, e somente se,

P ∈ AB.Prova : Seja A ∈ l, usando (I3) temos que existe B tal que B /∈ l. Chamemos de
m =

←→
AB, usando o teorema (2.8) sob a reta m, divide ao plano em S ′1 e S ′2. Seja

S1 = S ′1 ∩ l e S2 = S ′2 ∩ l. O resultado deriva do teorema (2.8). 2Diremos que B est�a do mesmo lado de C em rela�
~ao ao ponto A, e denotaremos
B ∼A C, se A ∗ B ∗C ou A ∗ C ∗ B ou B = C.
Definição 2.10Dados dois pontos distintos A e B, in
identes a uma reta l, a semi-reta

−→
AB est�a
onstitu��da por A e pelo 
onjunto de todos os pontos P que est~ao do mesmo lado de

B em rela�
~ao a A. O ponto A �e denominado a origem da semi-reta.
−→
AB = {A} ∪ {P ∈ P | P ∼A B}O ângulo ∠BAC �e a uni~ao de duas semi-retas, −→AB e −→AC, que emanam do mesmoponto e que n~ao jazem sobre a mesma reta. A origem 
omum denomina-se vérticedo ângulo.



20O interior de um ângulo ∠BAC �e o 
onjunto de todos os pontos D no plano queest~ao do mesmo lado que B em rela�
~ao �a reta AC e do mesmo lado que C em rela�
~ao�a reta AB.Note que, pela de�ni�
~ao de ângulo, os ângulos estendidos e os 
ôn
avos �
am ex-
lu��dos. Al�em disso, pelo teorema de separa�
~ao da reta, um ponto qualquer sobre umareta d�a origem a duas semi-retas distintas, que s~ao denominadas opostas. Tamb�empodemos notar que pelo lema (2.6) e o teorema de separa�
~ao do plano (2.8) o interiordo ângulo nun
a �e vazio.O teorema que se segue mostra que uma semi-reta no interior de um ângulo en
ontraqualquer segmento 
ujos pontos extremos jazem um em 
ada semi-reta do ângulo.
Teorema 2.11(Teorema da Trave) Sejam ∠BAC um ângulo e D um ponto no seu interior.Ent~ao −−→AD ∩ BC 6= ∅.Prova : Por (B2) existe E tal que C ∗A ∗ E. Como C ∼←→

AB
D e C 6∼←→

AB
E, ent~ao D 6∼←→

AB
E.

bA b

B

b
C

bE

b

D

Figura 2.5: Teorema da TraveTemos que −−→AD n~ao en
ontra BE, pois todos os pontos de BE 
om ex
e�
~ao de B est~aode lados opostos 
om D em rela�
~ao de ←→AB e todos os pontos de −−→AD 
om ex
e�
~ao de Aest~ao de lados opostos a E em rela�
~ao de ←→AB. A semi-reta −−→AD n~ao en
ontra ←→AC, poisse o en
ontrara ter��amos que ←→AC =
←→
AD.



21Da��, usando o axioma de Pas
h obtemos o resultado. 2

2.5 Axiomas de congruência para segmentosJ�a havendo in
orporado as no�
~oes inde�nidas de in
idên
ia e ordem, que foram pos-tuladas nos grupos de axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4), introduziremos agora os axiomasque postulam a rela�
~ao \
ongruên
ia" entre segmentos. Dois segmentos AB e CD 
on-gruentes s~ao denotados por AB ∼= CD. Os axiomas de 
ongruên
ia entre segmentos s~aotrês:
(C1) Dados um segmento AB e uma semi-reta −→CE, existe um �uni
o ponto D ∈ −→CEtal que AB ∼= CD.
(C2) Se AB ∼= CD e AB ∼= EF, ent~ao CD ∼= EF. Todo segmento �e 
ongruente a simesmo.
(C3) Dados três pontos A,B,C satisfazendo A ∗ B ∗ C e outros três pontos D,E, Fsatisfazendo D ∗ E ∗ F, se AB ∼= DE e BC ∼= EF, ent~ao AC ∼= DF.Em um modelo geom�etri
o onde sejam satisfeitos os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4) e(C1), 
ujas 
onstru�
~oes geom�etri
as sejam de�nidas, o axima (C1) pode ser en
arado
omo \transportador de segmentos". O axioma (C2) n~ao nos garante a transitividadeda 
ongruên
ia, mas �e poss��vel provar que a rela�
~ao bin�aria ∼= de�nida no 
onjunto detodos os segmentos �e uma rela�
~ao de eq�uivalên
ia. O axioma (C3) �e similar �a no�
~ao deEu
lides que diz \a soma de grandezas iguais a grandezas iguais �
a igual". Usandoesta id�eia, de soma, de�niremos a no�
~ao de soma de segmentos.
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Definição 2.12(Soma de segmentos) Sejam AB e CD dois segmentos. Es
olha uma ordem A,Bpara os extremos de AB e 
onsidere a semi-reta −→BF que n~ao 
ontenha o ponto A.Seja E o �uni
o ponto de −→BF tal que BE ∼= CD (usando o axioma (C1)). De�nimos osegmento AE 
omo a soma dos segmentos AB e CD a partir do extremo A e vamoses
rever AE = AB+ CD.Usando a de�ni�
~ao supra
itada, os axiomas de 
ongruên
ia de segmentos e que arela�
~ao ∼= �e uma rela�
~ao de equivalên
ia, �e poss��vel mostrar os teoremas abaixo.
Teorema 2.13(Congruên
ia da Soma) Dados os segmentos AB ∼= A ′B ′ e CD ∼= C ′D ′, temos
AB+ CD ∼= A ′B ′ + C ′D ′.
Teorema 2.14Sejam dados os pontos A,B,C tais que A ∗B ∗C e os pontos E, F em uma semi-reta
om origem D. Se AB ∼= DE e AC ∼= DF, ent~ao D ∗ E ∗ F e BC ∼= EF.ComoAB = BA, o teorema (2.13) estabele
e que adi�
~ao de segmentos �e bem de�nidanas 
lasses de eq�uivalên
ia da rela�
~ao ∼=, portanto a opera�
~ao de soma �
a, desta forma,estendida a 
lasses de equivalên
ias de segmentos; e no teorema (2.14) se estabele
e o
on
eito de diferen�
a de segmentos. Como foi enun
iado no in��
io da se�
~ao, a rela�
~aode 
ongruên
ia de segmentos, rela
iona dois segmentos, a de�ni�
~ao que �a 
ontinua�
~aoestabele
eremos, indi
a quando podemos dizer que um segmento �e menor ou maior queoutro segmento.
Definição 2.15Sejam AB e CD dois segmentos. Dizemos que AB �e menor que CD, e es
revemos
AB < CD, se existir um ponto E tal que C ∗ E ∗D e AB ∼= CE. Neste 
aso, tamb�emdizemos que CD �e maior que AB e es
revemos CD > AB



23Usando a de�ni�
~ao supra
itada e os teoremas (2.13) e (2.14), al�em dos axiomas deordem, podemos mostrar que a rela�
~ao desigualdade `<' satisfaz: transitividade , se
AB < CD e CD < EF, ent~ao AB < EF; tri
otomia, dados segmentos AB e CD, uma es�o uma das 
ondi�
~oes seguintes �e v�alida: AB < CD, AB ∼= CD, AB > CD; e, respeitadesigualdade em pares de segmentos 
ongruentes, ou seja, dados segmentos AB ∼= A ′B ′e CD ∼= C ′D ′, temos AB < CD se e somente se A ′B ′ < C ′D ′. Notemos que n~ao �epre
iso medir para 
omparar dois segmentos.
2.6 Axiomas de congruência para ângulosDe igual forma 
omo enun
iamos axiomas que postulam a rela�
~ao \
ongruên
ia" entresegmentos, agora in
orporaremos os axiomas que postulam a rela�
~ao \
ongruên
ia"entre ângulos. Esta rela�
~ao ser�a denotada pelo s��mbolo ∼= (o mesmo s��mbolo usado para
ongruên
ia entre segmentos), e ela rela
iona dois ângulos. Os axiomas de 
ongruên
iaentre ângulos s~ao os seguintes:
(C4) Dados um ângulo ∠BAC e uma semi-reta −→DF, existe uma �uni
a semi-reta −→DE,de um lado determinado da reta ←→DF, tal que ∠BAC ∼= ∠EDF.
(C5) Para três ângulos quaisquer α, β, γ, se α ∼= β e α ∼= γ, ent~ao β ∼= γ. Todoângulo �e 
ongruente a si mesmo.
(C6) Dados dos triângulos △ABC e △DEF, suponhamos que AB ∼= DE, ∠BAC ∼=

∠EDF e AC ∼= DF. Ent~ao valem as seguintes 
ongruên
ias: BC ∼= EF, ∠ABC ∼=

∠DEF e ∠ACB ∼= ∠DFE.Do mesmo modo que foi estabele
ido para 
ongruên
ia de segmentos, temos queem um modelo geom�etri
o onde sejam satisfeitos os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4) e(C4), 
ujas 
onstru�
~oes geom�etri
as sejam de�nidas, o axioma (C4) pode ser en
arado



24
omo \transportador de ângulos". O axioma (C5) n~ao nos garante a transitividade da
ongruên
ia, mas �e poss��vel provar que a rela�
~ao bin�aria ∼= de�nida no 
onjunto de todosos ângulos �e uma rela�
~ao de eq�uivalên
ia. O axioma (C6) faz um elo entre 
ongruên
iade segmentos e 
ongruên
ia de ângulos. Al�em disso, o axioma (C6) 
orresponde ao 
asode 
ongruên
ia entre triângulos 
onhe
ido 
omo LAL (lado-ângulo-lado) na GeometriaEu
lidiana. Isto �
a 
laro 
om a de�ni�
~ao seguinte.
Definição 2.16Dois triângulos △ABC e △DEF s~ao congruentes quando AB ∼= DE, AC ∼= DF,
BC ∼= EF, ∠CAB ∼= ∠FDE, ∠ABC ∼= ∠DEF e ∠BCA ∼= ∠EFD.Com os grupos de axiomas que in
orporamos em nosso sistema axiom�ati
o, pode-mos enun
iar as seguintes de�ni�
~oes, al�em de mostrar algumas propiedades, mas nossointerese n~ao �e provar 
ada um deles.
Definição 2.17(Soma de ângulos) Se ∠BAC �e um ângulo e −−→AD �e uma semi-reta no interior de
∠BAC (ex
eto pelo v�erti
e A), dizemos que ∠BAC �e a soma dos ângulos ∠DAC e
∠BAD.
Definição 2.18(Ângulos suplementares) Se ∠BAC �e um ângulo eD �e um ponto sobre a semi-retaoposta a −→AC, os ângulos ∠BAD e ∠BAC s~ao 
hamados suplementares.
Definição 2.19Sejam ∠BAC um ângulo, −→AE a semi-reta oposta a −→AC e −−→AD a semi-reta oposta a
−→
AB. Os ângulos ∠BAC e ∠DAE s~ao 
hamados opostos pelo vértice.Entretanto, em (2.17) se partirmos de dois ângulos quaisquer, pode n~ao haver umângulo que seja a sua soma no sentido a
ima de�nido. �E poss��vel mostrar os seguintesteoremas que estabele
em propriedades 
om respeito aos 
on
eitos de�nidos anterior-



25mente.
Teorema 2.20Se ∠BAC e ∠BAD s~ao ângulos suplementares, ∠B ′A ′C ′ e ∠B ′A ′D ′ s~ao ângulossuplementares e ∠BAC ∼= ∠B ′A ′C ′, ent~ao ∠BAD ∼= ∠B ′A ′D ′

Teorema 2.21Os ângulos opostos pelo v�erti
e s~ao 
ongruentes.
Teorema 2.22(Adi
�~ao de Ângulos) Sejam ∠BAC um ângulo e −−→AD uma semi-reta no interiordeste ângulo. Suponhamos que ∠D ′A ′C ′ ∼= ∠DAC, ∠B ′A ′D ′ ∼= ∠BAD e que assemi-retas −−→A ′B ′ e −−−→A ′C ′ estejam em lados opostos da reta A ′D ′. Ent~ao as semi-retas
−−→
A ′B ′ e −−−→A ′C ′ formam um ângulo ∠B ′A ′C ′, ∠BAC ∼= ∠B ′A ′C ′ e a semi-reta −−−→A ′D ′ est�ano interior do ângulo ∠B ′A ′C ′.A seguir de�niremos a no�
~ao de desigualdade para ângulos, e 
omo foi enun
iadono in��
io da se�
~ao, a rela�
~ao de 
ongruên
ia de ângulos, postula uma rela�
~ao entre doisângulos, a de�ni�
~ao que �a 
ontinua�
~ao estabele
eremos, indi
a quando podemos dizerque um ângulo �e menor ou maior que outro ângulo.
Definição 2.23Sejam ∠BAC e ∠EDF dois ângulos. Dizemos que ∠BAC �e menor que ∠EDF, ees
revemos ∠BAC < ∠EDF, se existir uma semi-reta −−→DG no interior do ângulo ∠EDFtal que ∠BAC ∼= ∠GDF. Neste 
aso, tamb�em dizemos que ∠EDF �e maior que ∠BACe es
revemos ∠EDF > ∠BACUsando a de�ni�
~ao supra
itada e os teoremas (2.20), (2.21) e (2.22), al�em dos axio-mas de 
ongruên
ia, podemos mostrar que a rela�
~ao desigualdade `<' satisfaz: transi-tividade, se α < β e β < γ, ent~ao α < γ; tri
otomia, dados ângulos α e β, uma e s�ouma das 
ondi�
~oes seguintes �e v�alida: α < β, α ∼= β, α > β; e, respeita desigualdade



26em pares de ângulos 
ongruentes, ou seja, dados ângulos α ∼= α ′ e β ∼= β ′, temos α < βse, e somente se, α ′ < β ′.
2.7 Plano de HilbertComo j�a foi men
ionado, um plano �e um 
onjunto de elementos 
hamados pontos, e oplano 
ont�em sub
onjuntos denominados retas.De aqui em diante, 
onsideraremos um plano 
om no�
~oes inde�nidas de \in
idên
ia",\estar entre" e \
ongruên
ia" de segmentos e de ângulos, onde o plano satisfaz os trezeaxiomas que foram enun
iados nas se�
~oes anteriores, (I1)-(I3), (B1)-(B4) e (C1)-(C6).
Definição 2.24Um plano de Hilbert �e um sistema axiom�ati
o em que os termos inde�nidos s~aoponto, reta e as rela�
~oes inde�nidas s~ao in
idên
ia, estar entre e 
ongruên
ia desegmentos e de ângulos; satisfazendo os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4), (C1)-(C6).A partir dos 
on
eitos de 
ongruên
ia e suplementaridade, �e poss��vel de�nir ângulosretos, sem fazer men�
~ao a medida, mostrar que existem ângulos retos em um plano deHilbert e que todos eles s~ao 
ongruentes; tamb�em �e poss��vel de�nir quando duas retass~ao perpendi
ulares e mostrar que a reta perpendi
ular a uma reta dada por um pontodado �e �uni
a.
2.7.1 Teorema do Ângulo ExternoA de�ni�
~ao seguinte d�a lugar a uma proposi�
~ao que �e muito importante, pois �e de grandeutilidade nas provas dos teoremas seguintes, sendo muito utilizada tamb�em nas provasdo 
ap��tulo 4.
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Definição 2.25Um ângulo suplementar a um ângulo em um triângulo �e denominado ângulo externo.
Teorema 2.26(Teorema do Ângulo Externo) Em um triângulo, todo ângulo externo �e maiordo que os ângulos internos n~ao adja
entes a ele.Prova : Seja ∠CAD um ângulo externo do triângulo △ABC. Seja D tal que B 6∼A D e
AD ∼= BC.

b

D
b

A
b

B

b
C

Figura 2.6: Teorema do ângulo externo 
aso ∠CAD 6∼= ∠ACBMostraremos primeiro que ∠CAD 6∼= ∠ACB. Suponhamos que ∠CAD ∼= ∠ACB,temos por (C6) que △CAD ∼= △ACB, pois AC ∼= CA. Logo, ∠DCA ∼= ∠BAC. Como
∠CAD e ∠BAC s~ao suplementares, ent~ao ∠ACB e ∠DCA tamb�em s~ao. Assim, D ∈ ←→BC,mas D ∈ ←→AB. Portanto ←→AB =

←→
BC, o que 
ontradiz o fato que C /∈ ←→AB.Mostraremos que n~ao pode a
onte
er que ∠CAD < ∠ACB.
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bEFigura 2.7: Teorema do ângulo externo 
aso ∠CAD < ∠ACBSuponhamos que ∠CAD < ∠ACB. Pelo axioma (C4) existe −→CE tal que ∠CAD ∼=

∠ACB ′, E esteja no interior do ângulo ∠ACB. Pelo teorema da trave (2.11), existe
B ′ ∈ AB ∩ −→CE. Logo, estamos no 
aso que o ângulo externo �e 
ongruente a um ângulono adja
ente a ele. Portanto, isto n~ao �e poss��vel e ∠CAD n~ao pode ser menor que
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∠ACB.Ent~ao s�o resta uma possibilidade, que ∠CAD > ∠ACB. Assim, 
ada ângulo externoem um triângulo �e maior que 
ada um dos ângulos n~ao adja
entes. 2

2.7.2 Perpendicularidade e Ângulos RetosPerpendi
ularidade e ângulo reto s~ao dois 
on
eitos que est~ao extremamente ligados.Assim, mostrar a existên
ia de ângulos retos em um plano de Hilbert �e equivalentemostrar que existe uma reta perpendi
ular a outra reta dada. De�niremos aqui quandoum ângulo �e reto e quando duas retas s~ao perpendi
ualres. Al�em disso, enun
iaremosalgumas propriedades que derivam destes 
on
eitos e do teorema do ângulo externo.
Definição 2.27Em um plano de Hilbert:
• Um ângulo �e dito reto (R) quando �e 
ongruente a um de seus suplementares.Um ângulo n~ao reto �e dito agudo ou obtuso, 
onforme seja menor ou maiorque um ângulo reto, respe
tivamente.
• Duas retas s~ao perpendiculares quando possuem um ponto P em 
omum e osquatro ângulos formados pelos pares de semi-retas n~ao opostas forem retos.
• Um triângulo �e retângulo quando um de seus ângulos �e reto. O lado opostoao ângulo reto denomina-se hipotenusa e os outros dois lados denominam-se
catetos.Mostraremos, mediante uma 
onstru�
~ao, a existên
ia de ângulos retos e de uma retaperpendi
ular a outra reta dada.
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Teorema 2.28Em um plano de Hilbert:(i) existem ângulos retos;(ii) dois ângulos retos quaisquer s~ao 
ongruentes;(iii) dados um ponto e uma reta, existe exatamente uma perpendi
ular �a reta dadapassando pelo ponto dado.Prova : [Existên
ia de ângulos retos℄ Seja l uma reta. Por (I2) temos que existem
A,B ∈ l 
om A 6= B. Por (I3) temos que existe C tal que C /∈ l. Por (C4) e (C1)existe D 
om C 6∼AB D tal que ∠BAC ∼= ∠BAD e AC ∼= AD. Ligamos C 
om D e seja
E o ponto de interse�
~ao. Temos dois 
asos: E ∼A B, daqui △EAC ∼= △EAD; E 6∼A B,pelo teorema (2.20) temos ∠EAC ∼= △EAD. Dos dois 
asos temos △EAC ∼= △EAD.Temos ∠CEA ∼= ∠DEA, al�em disso, os ângulos s~ao suplementares, assim eles s~ao retos.Portanto existem ângulos retos no plano de Hilbert, e a reta ←→CE �e perpendi
ular �a reta
l.
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Figura 2.8: Existên
ia de ângulos retos e da reta perpendi
ular a uma reta dadaA uni
idade da perpendi
ular por um ponto n~ao in
idente �a reta �e 
onseq�uên
ia do



30teorema do ângulo externo. Assim, seja A o ponto e l a reta. Temos dois 
asos: quando
A ∈ l ou A /∈ l. Para ambos 
asos supor que existem duas perpendi
ulares a l quein
idem em A.
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b

b b

b b

b b

b

m n

l

l

A

E D

B C

B A C

DFigura 2.9: Uni
idade da perpendi
ular�E imediato mostrar, usando (C4), que a perpendi
ular por um ponto in
idente �areta existe e �e �uni
a. 2S~ao 
onseq�uên
ias imediatas do teorema do ângulo externo (2.26):
Teorema 2.29Todo triângulo possui pelo menos dois ângulos agudos.
Corolário 2.30Todo triângulo possui pelo menos uma altura in
idente no lado oposto (altura amesma 
onhe
ida da Geometria Eu
lidiana).
Teorema 2.31Se duas retas distintas formam 
om uma ter
eira ângulos alternos 
ongruentes, ent~aoas duas primeiras n~ao possuem ponto 
omum.
Corolário 2.32Duas retas distintas perpendi
ulares a uma ter
eira n~ao se en
ontram.
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2.7.3 Congruência de triângulosO axioma (C6) tamb�em �e 
onhe
ido 
omo \
aso LAL (lado-ângulo-lado) de 
ongruên
iade triângulos". Em um plano de Hilbert, s~ao v�alidos os mesmos 
asos de 
ongruên
iade triângulos, 
onhe
idos da Geometria Eu
lidiana. Mas antes de enun
i�a-los, de�nire-mos triângulo is�os
eles e estabele
eremos duas a�rma�
~oes: uma que faz referên
ia �aexistên
ia de triângulos is�os
eles no plano de Hilbert, e a outra as 
ondi�
~oes ne
ess�ariase su�
ientes que deve ter um triângulo para ser 
onsiderado is�os
eles. A prova dasegunda a�rma�
~ao, pre
isa do 
aso de 
ongruên
ia ALA (ângulo-lado-ângulo).
Definição 2.33Um triângulo �e isósceles quando possui dois de seus lados 
ongruentes. O ter
eirolado �e denominado base do triângulo.
Teorema 2.34Um triângulo �e is�os
eles se, e somente se, os ângulos formados pela base s~ao 
ongru-entes.
Teorema 2.35Tomando-se um qualquer segmento, �e poss��vel 
onstruir um triângulo is�os
eles quetenha o segmento dado 
omo base.

b

A
b

BFigura 2.10: N~ao garante a existên
ia de um triângulo is�os
elesNotemos que n~ao basta 
onstruir ângulos 
ongruentes menores que R nos extremosdo segmento para garantir a existên
ia de um triângulo is�os
eles (ver �gura 2.10), poisn~ao dispomos do quinto postulado de Eu
lides. Ainda que os ângulos sejam muito pe-



32quenos n~ao �e poss��vel garantir que as semi-retas que emanam dos extremos do segmentose en
ontrem.Como 
onseq�uên
ias da existên
ia de triângulos is�os
eles temos que:
Teorema 2.36Em um triângulo △ABC, AB > AC se, e somente se, ∠ACB > ∠ABC

Teorema 2.37Em dois triângulos △ABC, △A ′B ′C ′, tais que AB ∼= A ′B ′, AC ∼= A ′C ′, temos:
BC

>
∼=
<

B ′C ′ ⇔ ∠A >
∼=
<

∠A ′

Os 
asos de 
ongruên
ia de triângulos que podem ser provados em um plano deHilbert s~ao os seguintes:
Teorema 2.38(Caso ALA) Dois triângulos s~ao 
ongruentes se possuem um lado e os ângulos porele formados 
ongruentes.
Teorema 2.39(Caso LLL) Dois triângulos s~ao 
ongruentes se possuem os três lados 
ongruentes.
Teorema 2.40(Caso ALAO) Dois triângulos s~ao 
ongruentes se possuem um lado, um dos ângulospor ele formado e o ângulo oposto a ele 
ongruentes.
Teorema 2.41(Caso RHC) Dois triângulos retângulos s~ao 
ongruentes se possuem a hipotenusa eum dos 
atetos 
ongruentes.
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2.7.4 Bisseção de Segmentos e ÂngulosBisse
tar um segmento, bem 
omo bisse
tar um ângulo, derivam diretamente dos 
asosde 
ongruên
ia de triângulos enun
iados na subse�
~ao anterior. Assim, as seguintesproposi�
~oes podem ser estabele
idas.
Teorema 2.42Em um plano de Hilbert.(i) Dado um segmento AB, existe um �uni
o ponto M em AB tal que AM ∼=MB.Este ponto �e denominado ponto m�edio de AB.(ii) A reta perpendi
ular a um segmento AB que passa por seu ponto m�edio �e olugar geom�etri
o dos pontos P tais que PA ∼= PB. Esta reta re
ebe o nome de

mediatriz do segmento AB.(iii) Dado um ângulo ∠BAC, existe uma �uni
a semi-reta −−→AD. no interior do ângulo
∠BAC tal que ∠BAD ∼= ∠DAC. Esta semi-reta �e denominada bissetriz doângulo.(iv) Em um triângulo is�os
eles, a bissetriz do ângulo oposto �a base �e uma semi-reta
ontida na mediatriz da base.

2.8 Axioma de ParalelismoDesde o surgimento de Os Elementos, em aproximadamente 300 a.
., têm sido v�ariosos matem�ati
os que tentaram mostrar 
omo teorema o que Eu
lides enun
iou 
omo seuquinto postulado:Se uma reta ao 
ortar duas outras, forma ângulos internos, no mesmo



34lado, 
uja soma �e menor do que dois ângulos retos, ent~ao as duas retas,se 
ontinuadas, en
ontrar-se-~ao no lado onde est~ao os ângulos 
ujasoma �e menor do que dois ângulos retos.De a
ordo 
om [17, Martin, 1975, p. 302-314℄, um dentre os diversos matem�ati
osque se interessou pela teoria das paralelas foi o sa
erdote jesu��ta Gerolamo Sa

heri,publi
ando em 1733 sua obra \Eu
lides liberado de toda falha", onde trabalha 
om umquadril�atero bi-retângulo is�os
eles e estabele
e que os ângulos do topo podem ser agudos,retos ou obtusos, e daqui deriva as três hip�oteses (hip�oteses que ser~ao estabele
idas no
ap��tulo 4). Sa

heri tenta mostrar, sem êxito, que n~ao �e poss��vel a
onte
erem aship�oteses do ângulo agudo nem a do ângulo obtuso.Em 1813 Gauss, nas suas notas pessoais, manifesta a sua insatisfa�
~ao 
om os re-sultados obtidos e 
ome�
a a dis
utir a possibilidade de desenvolver uma geometrian~ao-eu
lidiana. Um dos registros de Gauss trata-se de: \Sobre a teoria das paralelasque n~ao progrediram al�em de Eu
lides. �E uma vergonha para a matem�ati
a que,mais 
edo ou mais tarde ter�a que adquirir um outro aspe
to".Em 1820 Janos Bolyai 
omuni
a a seu pai o seu interese em estudar a teoria das pa-ralelas. Em 1826 Loba
hevsky apresenta um artigo que se intitula \Uma apresenta�
~aosu
inta dos fundamentos da geometria 
om uma prova rigorosa do teorema dasparalelas", �e provavel que este trabalho tenha dado in��
io ao que hoje denominamosde Geometria Hiperb�oli
a e em 1829 publi
a \Sobre os fundamentos da geometria",onde �e a primeira publi
a�
~ao em que se apresenta o nome de geometria n~ao eu
lidia-na. Este trabalho 
ont�em um 
ompleto desenvolvimento de geometria hiperb�oli
a, queLoba
hevsky 
hama de Geometria imagin�aria. Em janeiro de 1832, Farkas Bolyaipubli
a \Tentamen" que 
ont�em um apêndi
e, es
rito pelo seu �lho Janos Bolyai,intitulado \A 
iên
ia do espa�
o absoluto, 
om uma demonstra�
~ao da independên
iada verdade ou falsidade do postulado das paralelas de Eu
lides e, al�em disso, aquadratura do 
��r
ulo, no 
aso de sua falsidade". Em 1837, Loba
hevsky publi
a na



35Fran�
a o artigo \Geometria Imagin�aria" e em 1840 publi
a na Alemanha um pequenolivro intitulado \Investiga�
~oes geom�etri
as".N~ao foram pou
os os matem�ati
os que tiveram interesse em estudar o quinto pos-tulado de Eu
lides. Em 1795 John Playfair, matem�ati
o es
o
ês, enun
ia um axiomaalternativo para o quinto postulado de Eu
lides. Este axioma o enun
iaremos �a 
on-tinua�
~ao, mas antes pre
isamos de�nir paralelismo.
Definição 2.43Duas retas s~ao ditas paralelas se elas s~ao a mesma ou se elas n~ao possuem pontosem 
omum.O axioma de Playfair:
(P) Para todo ponto A e toda reta l, existe uma �uni
a reta que in
ide a A e �e paralelaa l.Uma geometria de in
idên
ia n~ao ne
essariamente satisfaz o axioma supra
itado.Por exemplo 
onsideremos o seguinte modelo: sejam A, B, C, D e E pontos e sejam asretas {A,B}, {A,C}, {A,D}, {A,E}, {B,C}, {B,D}, {B,E}, {C,D}, {C,E}, {D,E}; temos que
AB ‖ DC e AB ‖ DE, ent~ao aqui a paralela n~ao �e �uni
a.

b b

bb

b

A B

E C

D

Figura 2.11: Geometria de in
idên
ia de 
in
o pontosAl�em disso, em uma geometria de in
idên
ia 
om o axioma (P), �e f�a
il mostrar que,a rela�
~ao de paralelismo �e uma rela�
~ao de eq�uivalên
ia.



36V�arias proposi�
~oes v�alidas em um plano de Hilbert foram expostas por Eu
lides noseu livro Os Elementos. Por�em existem outras proposi�
~oes que não podem ser provadasno plano de Hilbert. Por exemplo:
• Uni
idade de reta paralela a uma reta dada passando por um ponto exterior a ela.
• A soma dos ângulos internos de um triângulo �e igual a dois ângulos retos.
• A soma dos ângulos internos de um quadril�atero 
onvexo �e igual a quatro ângulosretos.
• Existên
ia de retângulos e quadrados.Estas proposi�
~oes n~ao podem ser mostradas em um plano de Hilbert, pois n~ao esta-mos garantindo que seja satisfeito o axioma de paralelismo tal 
omo o enun
ia Eu
lides.Mas �e poss��vel mostrar a existên
ia de pelo menos uma reta paralela a uma reta dadapassando por um ponto exterior a ela. Para prov�a-la, 
onsideremos a reta l e o ponto

A n~ao in
idente a ela. Existe, pelo teorema (2.28), uma �uni
a reta m perpendi
ulara l passando por A, pelo mesmo teorema, existe uma �uni
a reta r perpendi
ular a mpassando por A. Ent~ao temos que as retas l e r s~ao perpendi
ulares �a reta m, e pelo
orol�ario (2.32) temos que elas n~ao possuem pontos em 
omum. Portanto a reta r quein
ide no ponto A �e paralela �a reta l.
b
A

m

l

r

Figura 2.12: Existên
ia de pelo menos uma reta paralela
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Teorema 2.44Em um plano de Hilbert em que vale o axioma (P), a soma dos ângulos internos dequalquer triângulo �e dois retos (2R).Prova : Seja o triângulo △ABC. Seja o ponto E tal que C 6∼←→

AB
E e ∠BAE ∼= ∠CBA.Pelo teorema (2.31) as retas ←→CB e ←→AE s~ao paralelas. Consideremos o ponto F tal que

B 6∼←→
AC

F e ∠CAF ∼= ∠BCA. Pelo teorema (2.31) as retas ←→CB e ←→AF s~ao paralelas. Comoo axioma (P) vale, ent~ao temos que ←→AE =
←→
AF.

b

A

b

B

b

C

b

E

b
F

Figura 2.13: O axioma (P) impli
a soma dos ângulos internos de um triângulo qualquerTemos que 2R ∼= ∠EAB + ∠BAC + ∠CAF ∼= ∠CBA + ∠BAC + ∠BCA. Portanto asoma dos ângulos internos de um triângulo qualquer �e igual a dois ângulos retos. 2

2.9 Ćırculos e retasPoder��amos ter deixado de lado o estudo de 
��r
ulos e retas, mas no 
ap��tulo 6 mos-traremos que o axioma de interse�
~ao entre 
��r
ulos (E) e o teorema de interse�
~ao entre
��r
ulos e retas (LCI) s~ao equivalentes em um plano 
artesiano sobre um 
orpo ordenado.Al�em disso um plano de Hilbert munido do axioma (E) pode ser modelado por um plano
artesiano sobre um 
orpo eu
lidiano (veja se�
~ao 5.4). O tratamento para a dis
uss~aode interse�
~ao entre 
��r
ulos e retas ser�a feito em um plano de Hilbert. Enun
iaremoseste axioma e ele nos ajudar�a a justi�
ar as 
onstru�
~oes 
om r�egua e 
ompasso do livroOs elementos de Eu
lides. A ne
essidade de in
orporar este novo axioma �e por que at�e



38aqui nada nos garante que dois 
��r
ulos quaisquer se podem inter
eptar, mesmo que elesse en
ontrem posi
ionados prop��
iamente. Al�em disso, 
om o 
onjunto de axiomas que
omp~oe o plano de Hilbert n~ao �e poss��vel 
on
luir que existe interse�
~ao entre 
��r
ulos e
��r
ulos e retas. Para 
ome�
ar de�niremos 
��r
ulo.
Definição 2.45Seja, O e A pontos distintos. O ćırculo de 
entro em O e raio OA �e o 
onjuntoCir
(O,OA) de todos os pontos B do plano tais que OB ∼= OA.Notemos que a de�ni�
~ao de 
��r
ulo n~ao depende do 
on
eito de \distân
ia" ou\medida". Al�em disso, a de�ni�
~ao n~ao nos propor
iona se o 
entro do 
��r
ulo est�a�uni
amente determinado, e que o 
��r
ulo possui uma quantidade in�nita de pontos. Asa�rma�
~oes que a seguir enun
iamos es
lare
em as ditas suposi�
~oes.
Teorema 2.46Seja Γ o 
��r
ulo de 
entro O e raio OA.(i) Toda reta que passa pelo 
entro en
ontra o 
��r
ulo em exatamente dois pontos.(ii) Todo 
��r
ulo possui in�nitos pontos.(iii) O 
entro �e �uni
amente determinado a partir do 
��r
ulo.De�niremos interior e exterior do 
��r
ulo, reta tangente e 
��r
ulos tangentes. Masreta tangente e 
��r
ulos tangentes n~ao pode ser de�nidos 
omo o faz Eu
lides, j�a quen~ao �e poss��vel garantir que eles se inter
eptam.
Definição 2.47Dado o 
��r
ulo Cir
(O,OA), o ponto B est�a no seu interior se B = O ou OB < OA;o ponto C est�a no seu exterior se OA < OC.Uma reta l �e tangente a um 
��r
ulo Γ se eles possuem apenas um ponto 
omum. Um
��r
ulo Γ �e tangente a um 
��r
ulo ∆ se eles possuem apenas um ponto 
omum.



39Em um plano de Hilbert as 
ondi�
~oes de tangên
ia, entre 
��r
ulos e 
��r
ulo e reta,s~ao as mesmas que se 
onhe
em da geometria eu
lidiana, pois estas 
ondi�
~oes derivamdo teorema do ângulo externo e dos 
rit�erios de 
ongruên
ia de triângulos.Temos que, em um plano de Hilbert, dados dois 
��r
ulos quaisquer, o fato que 
adaum deles possua um ponto no interior do outro n~ao garante que esses 
��r
ulos tenhaminterse�
~ao n~ao vazia. Isto motiva o seguinte axioma, 
hamado \axioma do 
ompasso".
(E) Dados dois 
��r
ulos Γ , ∆, se ∆ 
ont�em pelo menos um ponto no interior de Γ , e
∆ 
ont�em pelo menos um ponto no exterior de Γ , ent~ao Γ e ∆ se inter
eptam.

bc

bc

b
A

b
B

Γ

∆

Figura 2.14: Interpreta�
~ao do Axioma (E)Como 
onsequên
ia direta deste axioma, temos que uma reta que n~ao �e tangente aum 
��r
ulo, mas possui um ponto em 
omum 
om ele, �e se
ante.
Teorema 2.48((LCI) interseção entre reta e ćırculo) Em um plano de Hilbert no qual valhao axioma (E), se uma reta possui um ponto no interior de um 
��r
ulo, ela possuiexatamente dois pontos em 
omum 
om o 
��r
ulo.Em um plano de Hilbert no qual valha o axioma (E), podemos 
onstruir um triânguloequil�atero, 
onhe
ido o lado. Al�em disso, �e poss��vel 
onstruir um triângulo se s~ao
onhe
idos os três lados, desde que seja satisfeita a desigualdade triangular. Estas s~aoas 
onstru�
~oes 1 e 22 do Livro I dos Elementos de Eu
lides.Um plano de Hilbert 
om o axioma (E) e o axioma (P), �e 
hamado plano Eu
lidiano.



Caṕıtulo 3

Movimentos Ŕıgidos

Nosso objetivo ser�a formalizar o m�etodo de superposi�
~ao que usou Eu
lides para jus-ti�
ar a 
ongruên
ia de triângulos no seu livro I de Os Elementos. Esta formaliza�
~aoser�a feita usando fun�
~oes bijetivas do plano de Hilbert nele mesmo, que 
hamaremosde movimentos r��gidos . Mostraremos que em um plano quase de Hilbert, ou seja emum plano donde sejam satisfeitos os v�arios axiomas de Hilbert, existem uma quanti-dade su�
ientes de movimentos r��gidos para tornar pre
iso, do ponto de vista l�ogi
o, oprin
��pio da superposi�
~ao. Diremos ent~ao que este plano possui Mobilidade Livre.
3.1 PreliminaresTextos 
l�assi
os 
omo Os Elementos de Eu
lides e os de Legendre re
orrem, em algumasdemonstra�
~oes, a argumentos externos ao sistema axiom�ati
o introduzido. Um dessesre
ursos extras �e o argumento de \superposi�
~ao", usado para demonstrar 
omo teoremao 
aso LAL da 
ongruên
ia de triângulos. No sistema axiom�ati
o de Hilbert e naadapta�
~ao de Hartshorne essa propriedade torna-se um dos axiomas.[11, Hartshorne, 2000℄ a�rma que: se poderia 
riti
ar Hilbert pela ado�
~ao de umade
lara�
~ao t~ao 
ompli
ada 
omo (LAL) para um axioma, do mesmomodo que se poderia40
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riti
ar Eu
lides pelo seu quinto postulado. A resposta em ambos os 
asos �e a mesma:N~ao �e poss��vel evitar a in
lus~ao de uma de
lara�
~ao 
omo axioma, se n~ao �e poss��velprov�a-la dos outros axiomas. Agora, Eu
lides n~ao in
luiu (LAL) 
omo um axioma, maso \demonstrou" na proposi�
~ao 4 do livro I, a sua prova tem sido justamente 
riti
ada,pois usou o \m�etodo de superposi�
~ao", que 
onsiste em mover um triângulo pelo plano,sem deform�a-lo, at�e que 
oin
ida 
om outro triângulo. Isto n~ao se pode justi�
ar sobrea base das no�
~oes 
omuns nem dos postulados assumidos por Eu
lides. De fato, pensarem movimentar �guras sem distor
er a sua forma �e um pressuposto bastante forte.O uso do m�etodo de superposi�
~ao das �guras tem dado lugar ao debate em tornodo re
urso de apli
a�
~ao de um movimento o da id�eia de deslo
amento natural parasuperpor as �guras. Estes deslo
amentos que interv�em s~ao deslo
amentos de �guras en~ao transforma�
~oes que operam sobre o espa�
o 
omo 
onjunto de pontos.
3.2 Movimentos Ŕıgidos e o axioma (C6)Para 
ome�
ar vamos de�nir movimento r��gido 
omo uma fun�
~ao que satisfaz 
in
o 
on-di�
~oes:
Definição 3.1Seja P um sistema axiom�ati
o que 
onsiste em no�
~oes inde�nidas de pontos, retas,rela�
~ao de in
idên
ia, \estar entre", e 
ongruên
ia de segmentos e ângulos, que podeou n~ao satisfazer os v�arios axiomas de Hilbert. Um \movimento r��gido" em P �euma fun�
~ao ϕ : P→ P de�nida em todos os pontos, tal que:(1) ϕ �e bijetiva.(2) ϕ leva retas em retas.(3) ϕ preserva a rela�
~ao de \estar entre" de pontos 
olineares.



42(4) Para 
ada dois pontos A,B, temos AB ∼= ϕ(A)ϕ(B).(5) Para 
ada ângulo α, temos α ∼= ϕ(α).Em outras palavras, ϕ preserva as estruturas determinadas pelas no�
~oes inde�nidasdo sistema axiom�ati
o de�nido no 
ap��tulo 2.Note que a transforma�
~ao identidade de P em si mesmo, que deixa 
ada ponto �xo,�e um movimento r��gido. A 
omposi�
~ao de movimentos r��gidos �e um movimento r��gido,pelo que o 
onjunto de todos os movimentos r��gidos formam um grupo G.Como o nosso objetivo �e formalizar o m�etodo de superposi�
~ao de Eu
lides, pre-
isamos saber se possu��mos uma quantidade su�
iente de movimentos r��gidos paragarantir a Movilidade Livre [11, Hartshorne, 2000℄:
MRS (Movimentos R��gidos Su�
ientes)(I) Para 
ada dois pontos A,A ′ ∈ P, existe um movimento r��gido ϕ ∈ G tal que

ϕ(A) = A ′.(II) Para 
ada três pontos O,A,A ′ ∈ P, existe um movimento r��gido ϕ ∈ G tal que
ϕ(O) = O e ϕ leva a semi-reta −−→OA �a −−→OA ′.(III) Para 
ada reta l ∈ P, existe um movimento r��gido ϕ ∈ G tal que ϕ(P) = Ppara todo P ∈ l e ϕ inter
ambia os dois lados do plano em rela�
~ao a l.Note que o movimento r��gido (I) n~ao deixa pontos �xos, 
om ex
e�
~ao da identidade.O movimento r��gido (II) deixa um ponto �xo, que �e a origem 
omum �as semi-retas, eleva uma semi-reta em outra; note que n~ao ne
essariamente leva o ponto A em A ′. Omovimento r��gido (III) deixa uma reta �xa ponto a ponto e inter
ambia os lados doplano em rela�
~ao a esta reta �xa.A seguir, ser�a mostrado que, se em um plano 
om alguns dos axiomas de Hilbert



43satisfeitos, temos su�
ientes movimentos r��gidos, ent~ao o axioma (C6) 
aso LAL da
ongruên
ia de triângulos �e satisfeito.
Teorema 3.2Em um plano que satisfaz os axiomas de in
idên
ia e ordem, e assumimos (C2),(C5), e s�o a parte de uni
idade de (C1) e (C4) (isto �e, n~ao nos �e poss��vel transportartodos os segmentos e ângulos, mas quando �e poss��vel o transporte �e �uni
o). Nestas
ondi�
~oes (MRS) impli
a (C6).Prova : A id�eia �e mostrar que, se temos su�
ientes movimentos r��gidos tais que om�etodo de superposi�
~ao de Eu
lides fun
ione, ent~ao (C6) resulta 
omo teorema. Paraisto, suponhamos dois triângulos △ABC e △A ′B ′C ′ onde AB ∼= A ′B ′, AC ∼= A ′C ′ e

∠BAC ∼= ∠B ′A ′C ′. Assim se quer mostrar que, se vale (MRS) ent~ao os triângulos s~ao
ongruentes.
ϕ

ψ

B ′′= ϕ(B)
~C= ϕ(C)

bA

b

B

b

C

b
A ′

b B ′

b

C ′

b

b

C ′′

b

Figura 3.1: Ilustra�
~ao de movimentos r��gidos 1Usando (MRS I) existe ϕ que leva A em A ′ e algum ponto B ′′ = ϕ(B). Como ϕ �eum movimento r��gido e AB ∼= A ′B ′, temos que A ′B ′′ ∼= A ′B ′ (C2).Usando (MRS II) existe ψ que deixa A ′ �xo e leva a semi-reta −−−→A ′B ′′ na semi-reta
−−→
A ′B ′. Como ψ preserva 
ongruên
ia e vale a parte de uni
idade de (C1), temos que
B ′ = ψ(B ′′). Seja C ′′ = ψ ◦ ϕ(C).



44Se C ′ e C ′′ est~ao do mesmo lado do plano em rela�
~ao a l =
←−→
A ′B ′, n~ao h�a maisnada a fazer e 
hamamos de θ = ψ ◦ ϕ. Caso 
ontr�ario, usando (MRS III) sabemosque existe σ que leva C ′′ no outro lado de l e mant�em �xos os pontos dessa reta, e
hamamos de θ = σ ◦ ψ ◦ ϕ. Sabemos ent~ao que θ possui as seguintes propriedades:

θ(A) = A ′, θ(B) = B ′ e C ′′′ = θ(C) est�a do mesmo lado de l que C ′. Pela parte deuni
idade de (C4), 
on
lu��mos que as semi-retas −−−→A ′C ′ e −−−→A ′C ′′′ 
oin
idem. Mas porhip�otese AC ∼= A ′C ′, e AC ∼= A ′C ′′′, pois θ �e um movimento r��gido. Portanto (C2)nos garante que A ′C ′ ∼= A ′C ′′′. Al�em disso, C ′ e C ′′′ est~ao do mesmo lado de A ′ em l.Segue-se da parte de uni
idade de (C1) que C ′ = C ′′′. Assim, θ(B) = B ′ e θ(C) = C ′.Como θ �e um movimento r��gido, seguem-se as demais 
onguên
ias. Mostrando isto,temos que �e poss��vel superpor um triângulo em outro. Assim prova-se que (C6) �e v�alido
omo teorema em um plano onde MRS �e assumido por hip�otese. 2Este teorema foi provado em um plano quase de Hilbert, que n~ao dispunha dasferramentas de \
opiar" segmentos nem ângulos, al�em de n~ao pre
isar do axioma (C3).N~ao se pre
isa do axioma (C3) pois, pela de�ni�
~ao de movimentos r��gidos ele preserva
ongruên
ia e rela�
~ao de estar entre, portanto (MRS) impli
a (C3).�A 
ontinua�
~ao ser�a provado que em um plano de Hilbert existe uma quantidadesu�
iente de movimentos r��gidos.
Teorema 3.3Em um plano de Hilbert, existem su�
ientes movimentos r��gidos: (MRS) vale.Prova :[Id�eia℄ Construa-se o movimento r��gido σ, ver �gura 3.2, que inter
ambia os ladosdo plano, e mostra-se que existe (MRS III) usando perpendi
ularidade e os axiomas deHilbert.Para (MRS I), 
onsidera-se a mediatriz, l, do segmento de extremos A,A ′, ent~ao
σl(A) = A

′, ou seja leva um ponto em outro.
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Figura 3.2: Plano de Hilbert e (MRS)Para (MRS II), 
onsidera-se a bissetriz b do ângulo ∠AOA ′, ent~ao σb(O) = O e levao raio −−→OA ao raio −−→OA ′. 2No teorema pre
edente, s�o �e ne
ess�ario mostrar a existên
ia do movimento r��gido(MRS III) para obter os outros dois.O 
orol�ario seguinte, 
onsequên
ia dos dois teoremas anteriores, mostra que o axiomade 
ongruên
ia (C6) �e equivalente ao prin
��pio (MRS). Como j�a foi provado que em umplano de Hilbert existe uma quantidade su�
iente de movimentos r��gidos e que em umplano onde se 
umpre (MRS) e algunos dos axiomas de Hilbert, temos que (C6) �e v�alido.Pelo que a prova do 
orol�ario �e imediata.
Corolário 3.4Na presen�
a de todos os axiomas do plano de Hilbert 
om ex
e�
~ao de (C6), o axioma(C6) �e equivalente a (MRS).



Caṕıtulo 4

Saccheri e as suas três hipóteses

Des
reveremos, su
intamente, o trabalho do sa
erdote jesuita Gerolamo Sa

heri na suatentativa de mostrar 
omo teorema o quinto postulado de Eu
lides:Se uma reta ao 
ortar duas outras, forma ângulos internos, no mesmolado, 
uja soma �e menor do que dois ângulos retos, ent~ao as duas retas,se 
ontinuadas, en
ontrar-se-~ao no lado onde est~ao os ângulos 
ujasoma �e menor do que dois ângulos retos.Sa

heri dividiu seu trabalho em duas partes: a primeira parte dedi
ada �a tentativade demonstrar 
omo teorema o que Eu
lides enun
iara 
omo quinto postulado. AquiSa

heri, estabele
e três hip�oteses, das quais duas s~ao des
artadas durante o desenvolvi-mento do texto; a segunda parte mostrar�a que o lugar geom�etri
o de todos os pontoseq�uidistantes de uma reta tamb�em �e uma reta.Estudaremos algumas propriedades do quadril�atero bi-retângulo is�os
eles usado porSa

heri, 
hamado de quadril�atero de Sa

heri (ver de�ni�
~ao 4.2), em um plano deHilbert. Da�� enun
iaremos que n~ao �e poss��vel determinar a natureza dos ângulosdo topo do quadril�atero (agudos, retos ou obtusos). Enun
iaremos isto, 
om a �na-lidade de estabele
er três hip�oteses, as mesmas que Sa

heri instituiu. Al�em disso,mostraremos que em um plano de Hilbert arbitr�ario, sob uma das três hip�oteses, todosos quadril�ateros bi-retângulos is�os
eles possuem ângulos do topo da mesma natureza.46



47Tamb�em, mostraremos que em plano de Hilbert a soma dos ângulos internos de umtriângulo qualquer �e igual �a soma dos ângulos do topo do quadril�atero de Sa

heri a eleasso
iado.Em 
on
lus~ao, nosso objetivo n~ao �e fazer uma an�alise 
r��ti
a do trabalho de Sa

heri,sen~ao estudar e analisar as hip�oteses 
onsideradas por ele, 
om o �m de exempli�
artrês tipos de geometrias diferentes.
4.1 PreliminaresGrande parte do trabalho de Gerolamo Sa

heri (ou Hieronymo Sa

herio): \Eu
lidesab omni naevo vindi
atus" (\Eu
lides liberado de toda falha") [20, Sa

heri, 1920℄publi
ado em 1733 na 
idade de Mil~ao, �e dedi
ado �a tentativa da prova do quintopostulado de Eu
lides.Sa

heri nos diz que estruturar�a o seu livro em duas partes, no qual ambas 
onfor-mam um total de 39 proposi�
~oes, 5 lemas, 1 de�ni�
~ao, 23 
orol�arios e 18 es
�olios:
• Na primeira (Proposi�
~oes I at�e XXXIII) diz que demonstrar�a o 5◦ postulado semre
orrer a nenhum petitio prin
ipii para deixar 
laramente demonstrado o pos-tulado. Al�em disso, tamb�em 
omenta que n~ao usar�a as proposi�
~oes 27, 28, 16 e17 dos Elementos de Eu
lides, ex
epto 
asos parti
ulares das duas �ultimas.
• Na segunda (Proposi�
~oes XXXIV at�e XXXIX) diz que demonstrar�a que a linha
ujos pontos s~ao todos eq�uidistantes de outra linha reta dada, s�o pode ser umalinha reta.Tamb�em 
omenta outras falhas atribu��das a Eu
lides referentes a propor�
~oes (Livro 5)e rela�
~oes (Livro 6) e diz que em um segundo livro [si
℄ demonstrar�a um 
erto teorema



48que pode-se apli
ar a toda a geometria. Mas Sa

heri morreu no ano da publi
a�
~ao dolivro que aqui estudamos, n~ao sabemos a 
iên
ia 
erta se ele morreu antes ou depois dapubli
a�
~ao.Neste livro, a �gura fundamental usada por Sa

heri �e um quadril�atero bi-retângulois�os
eles, que 
hamaremos de quadril�atero de Sa

heri.Sa

heri na sua obra demonstra em primeiro lugar que, se sobre uma reta arbitr�aria
←→
AB se levantam dois segmentos perpendi
ulares e 
ongruentes do mesmo lado de ←→AB
(

AD e BC), ent~ao os ângulos ∠BCD e ∠ADC s~ao 
ongruentes. Ent~ao formula trêship�oteses, segundo a natureza dos ângulos ∠BCD e ∠ADC, que podem ser agudos,retos ou obtusos. Nomeia as hip�oteses segundo o ângulo: hip�otese do ângulo âgudo,hip�otese do ângulo reto e hip�otese do ângulo obtuso. Demonstra tamb�em que somenteuma hip�otese pode ser verdadeira, se em um 
aso ela �e. Em outras palavras, se �e poss��velmostrar em um 
aso parti
ular que, por exemplo, os ângulos s~ao agudos, ent~ao sempreser~ao eles agudos, independentemente do quadril�atero bi-retângulo is�os
eles 
onsidera-do.Dentro dos resultados obtidos por Sa

heri, ele prova erroneamente que o postuladodas paralelas de Eu
lides �e um teorema. Sa

heri des
arta as hip�oteses do ângulo obtusoe a do ângulo agudo: a primeira delas �e re
usada na proposi�
~ao XIV, dizendo que destr�oi-se ela mesma, 
on
lus~ao que tira das proposi�
~oes IX e XIII; a segunda �e ex
lu��da naproposi�
~ao XXXIII, falando que �e absolutamente falsa, pois repugna a natureza dalinha reta. Embora Sa

heri tenha des
artado ambas hip�oteses ele 
ontinuou fazendouso delas, ou seja, em proposi�
~oes que seguiram da XIV ele ainda 
onsiderava o 
asodo ângulo obtuso, e de igual forma nas proposi�
~oes que seguiram a proposi�
~ao XXXIII
onsideram a hip�otese do ângulo agudo.De a
ordo 
om [2, Bonola, 1955, p.44℄ a
redita-se que Lambert, matem�ati
o sui�
o,que fez um trabalho muito pare
ido 
om o de Sa

heri, estivesse familiarizado 
om o



49es
rito de Sa

heri. Bonola diz:�E dif��
il dizer que in
uên
ia exer
eu o trabalho de Sa

heri nos geômetrasdo s�e
ulo XVIII. No entanto, �e prov�avel que o matem�ati
o sui�
o JohannHeinri
h Lambert esteja familiarizado 
om o trabalho. Em sua obra p�ostuma\Theorie der Parallellinien" editada por J. Bernoulli e C. F. Hindenburg�e dividida em três partes: a primeira parte �e de natureza 
riti
a e �los�o�
a,e est�a rela
ionada 
om o quinto postulado, ou seja, se �e poss��vel provar estesomente 
om proposi�
~oes pre
edentes ou se �e ne
ess�ario o aux��lio de outraship�oteses; a segunda parte �e dedi
ada �a dis
uss~ao de diferentes tentativaspara que o postulado de Eu
lides seja reduzido a proposi�
~oes mui simples;e a ter
eira, e a mais importante, parte 
ont�em uma pesquisa semelhante �afeita por Sa

heri. [Tradu�
~ao nossa℄
4.2 O Quadrilátero de SaccheriComo no 
ap��tulo 2 \Geometria Neutra" estabele
emos um sistema axiom�ati
o que
hamamos de Plano de Hilbert, aqui de�niremos quadril�atero e enun
iaremos algumaspropriedades que ser~ao de utilidade nas proposi�
~oes da se�
~ao seguinte. Faremos usodo plano de Hilbert, ainda quando os dois autores (Hilbert, 
om os seus fundamentos;e Sa

heri, 
om Eu
lides Vindi
atus) s~ao de �epo
as diferentes. Esse fato, de que osFundamentos de Hilbert s~ao de 1900 e o trabalho de Sa

heri �e de 1733 n~ao interferir�aem nosso estudo. De fato, queremos estudar propriedades do quadril�atero usado porSa

heri em um plano de Hilbert.A id�eia desta se�
~ao �e de�nir o quadril�atero usado por Sa

heri e mostrar algumaspropriedades que est~ao rela
ionadas 
om ele.
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Definição 4.1(Quadril�atero) Em um plano de Hilbert, sejam A, B, C, D quatro pontos n~ao
olineares três a três, tais que AB n~ao en
ontra o segmento CD e AD n~ao en
ontrao segmento BC. Chamamos quadril�atero a 
ada 
onjunto {A,B,C,D} que satisfa�
aas 
ondi�
~oes a
ima, e denotamos por s ABCD.N~ao 
onsideraremos quadril�ateros estrelados, isto est�a expl��
ito na de�ni�
~ao de qua-dril�atero supra
itada.Em um plano de Hilbert, ou seja na presen�
a dos axiomas de in
idên
ia, ordem e
onguên
ia, enun
iados no 
ap��tulo 2, podemos 
onstruir um quadril�atero s ABCD talque AD ∼= BC e as retas ←→AD e ←→BC s~ao perpendi
ulares �a reta ←→AB.De agora em diante, usaremos a express~ao s ABCD para indi
ar um quadril�atero
om ângulos retos nos v�erti
es A e B, e C e D est~ao do mesmo lado da reta ←→AB.O quadril�atero usado por Sa

heri no seu es
rito \Eu
lides Vindi
atus" �e umquadril�atero bi-retângulo is�os
eles que a seguir de�nimos.
Definição 4.2Seja s ABCD , eAD ∼= BC, ent~ao o quadril�atero �e denotado por S ABCD e 
hamado
quadrilátero de Saccheri. AB �e 
hamado base, CD �e 
hamado topo, AD, BC s~aolados, ∠ADC, ∠BCD s~ao 
hamados ângulos do topo, e ∠DAB, ∠ABC s~ao ângulos dabase. Um quadril�atero que possui todos os seus ângulos retos �e 
hamado retângulo.

A B

CD

Figura 4.1: Quadril�atero de Sa

heriA nota�
~ao S ABCD signi�
a um quadril�atero de Sa

heri 
om ângulos retos em A



51e em B, usada por [17, Martin, 1975℄.Notemos que as retas suportes dos lados no quadril�atero de Sa

heri n~ao possuempontos em 
omum. Pois 
omo foi de�nido quadril�atero de Sa

heri e por 
onseq�uên
iado 
orol�ario (2.32), que diz que duas retas distintas perpendi
ulares a uma ter
eira n~aose en
ontram.At�e agora n~ao temos informa�
~ao a respeito dos ângulos do topo do quadril�atero deSa

heri. No seguinte teorema mostraremos que os ângulos do topo s~ao 
ongruentes.Al�em disso mostraremos que a mediatriz do segmento AB 
oin
ide 
om a mediatriz dosegmento CD. Este teorema 
orresponde �as proposi�
~oes I e II do livro de Sa

heri. A de-
is~ao de junt�a-las, �e por que a prova, em ambos os 
asos, �e 
onseq�uên
ia da 
ongruên
iade triângulos.
Teorema 4.3Em um quadril�atero de Sa

heri S ABCD os ângulos do topo s~ao 
ongruentes. Al�emdisso as mediatrizes da base e do topo 
oin
idem.Aqui provamos que, em um plano de Hilbert, os ângulos do topo do quadril�aterode Sa

heri s~ao 
ongruentes, mas nada podemos a�rmar sobre a natureza destes. Comos grupos de axiomas expostos no 
ap��tulo 2 n~ao �e poss��vel 
on
luir se os ângulos dotopo s~ao agudos, retos ou obtusos. Contudo podemos estabele
er a rela�
~ao entre umângulo do quadril�atero s ABCD 
om um lado n~ao adja
ente ao ângulo. Esta rela�
~aoser�a estabele
ida no pr�oximo lema. Sua prova deriva do teorema do ângulo externo eda 
ongruên
ia de triângulos.
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Lema 4.4Se s ABCD possui ângulos retos em A e B, os pontos C,D est~ao do mesmo lado emrela�
~ao �a reta ←→AB, e A,B est~ao do mesmo lado em rela�
~ao �a reta ←→CD (ver �g. 4.2).Ent~ao:

AD < BC ⇔ ∠ADC > ∠BCD

AD ∼= BC ⇔ ∠ADC ∼= ∠BCD

AD > BC ⇔ ∠ADC < ∠BCD

b

A

b

B

b
D

b
C

b

A
b

B

b
D

b
C

b

A
b

B

b
C

b
D

Figura 4.2: Casos do lema 4.4A id�eia dos seguintes dois teoremas �e estabele
er uma rela�
~ao entre dois segmentos,onde um �e o lado do quadril�atero de Sa

heri e o outro �e um segmento perpendi
ular �abase at�e o topo ou �a prolonga�
~ao dele, e que tipo �e o ângulo do topo.
Teorema 4.5Se S ABCD, C ∗ P ∗D, A ∗Q ∗ B e PQ ⊥ AB, ent~ao:

PQ < AD ⇔ ∠ADC �e agudo.
PQ ∼= AD ⇔ ∠ADC �e reto.
PQ > AD ⇔ ∠ADC �e obtuso.

Prova : Vamos, ver �gura 4.3, supor que PQ >
∼=
<

AB, ent~ao pelo lema (4.4) temos
∠ADC >

∼=
<

∠QPD e ∠BCD >
∼=
<

∠QPC. Como ∠QPC e ∠QPD s~ao suplementares, ent~ao:



532∠ADC = ∠ADC+ ∠BCD >
∼=
<

∠QPD+ ∠QPC = 2R. Portanto, ∠ADC >
∼=
<

R.
b

A

b

B

b
C

b

D

b

Q

b
P

Figura 4.3: Teorema 4.5A prova da re
��pro
a em 
ada 
aso �e trivial usando as 
ontra positivas dos outrosdois 
asos que faltam. 2

Teorema 4.6Se S ABCD, D ∗ C ∗ R, A ∗ B ∗ S e RS ⊥ AB, ent~ao:
RS > AD ⇔ ∠ADC �e agudo.
RS ∼= AD ⇔ ∠ADC �e reto.
RS < AD ⇔ ∠ADC �e obtuso.Prova : Temos, ver �gura 4.4, que AD ∼= BC e ∠BCD ∼= ∠ADC. Suponhamos que

RS > BC. Seja J tal que R ∗ J ∗ S e SJ ∼= BC. Temos que S ASJD e S BSJC. Como
D est�a no interior do ângulo ∠SJC, temos que ∠ADJ ∼= ∠SJD < ∠SJC ∼= ∠BCJ.Al�em disso, ∠JDC < ∠JCR, pelo teorema do ângulo externo (2.26) no triângulo △CDJ.Assim,

∠BCD ∼= ∠ADC ∼= ∠ADJ+ ∠JDC < ∠BCJ+ ∠JCR ∼= ∠BCRPortanto, ∠ADC �e agudo.Suponhamos que RS ∼= BC, ent~ao S ASRD, mas agora A∗B∗S e D∗C∗R, portantoestamos em um 
aso do teorema anterior.Suponhamos agora que RS < BC Seja K tal que S ∗ R ∗ K e SK ∼= BC. Temos que
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b

A

b

S

b
R

b

D

b

B

b
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Figura 4.4: Teorema 4.6S ASKD e S BSKC. Como C est�a no interior do ângulo ∠SKD, temos que ∠ADK ∼=

∠SKD > ∠SKC ∼= ∠BCK. Al�em disso, ∠KDC < ∠KCR, pelo teorema do ângulo externo(2.26) no triângulo△CDK. Seja T no interior do ângulo ∠KCR tal que ∠KCT ∼= ∠KDC.Assim,
∠BCD ∼= ∠ADC ∼= ∠ADK− ∠KDC > ∠BCK− ∠KCT ∼= ∠BCT > ∠BCRPortanto, ∠ADC �e obtuso.A prova da re
��pro
a em 
ada 
aso �e trivial usando as 
ontra positivas dos outrosdois 
asos que faltam. 2Da 
ongruên
ia dos ângulos do topo do quadril�atero bi-retângulo, Sa

heri distinguetrês 
asos, que des
reveremos detalhadamente na se�
~ao seguinte, que ele 
hamou dehip�otese do ângulo agudo, hip�otese do ângulo reto, e hip�otese do ângulo obtuso. Al�emdisso, Sa

heri demonstrou que se algum destes 
asos �e satisfeito em um quadril�atero,ent~ao �e v�alido para todo quadril�atero, ver teorema (4.8). Por�em, suas provas pressup~oem
ontinuidade (na forma do valor intermedi�ario) (ver [11, Hartshorne, 2000, p.307℄) eser~ao aqui refeitas sem este re
urso.
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4.3 As Três HipótesesNesta se�
~ao estabele
eremos as três hip�oteses 
om as quais trabalharam Sa

heri eLambert. Como Lambert fez uma pesquisa semelhante �a de Sa

heri, dedi
ar-nos-emosa s�o mostrar os resultados obtidos por Sa

heri. A id�eia, ent~ao �e mostrar o que a
onte
ese se 
onsidera uma ou outra hip�otese.Na se�
~ao anterior, no quadril�atero de Sa

heri, temos que os ângulos do topo s~ao
ongruentes. Assim 
ome�
aremos de�nindo 
ada uma das três hip�oteses dependendoque ângulos s~ao os do topo:
Definição 4.7

Hipótese do Ângulo Agudo: Existe um quadril�atero de Sa

heri tal que os ângulosdo topo s~ao agudos. Hipótese do Ângulo Reto: Existe um quadril�atero de Sa

herital que os ângulos do topo s~ao retos. Hipótese do Ângulo Obtuso: Existe umquadril�atero de Sa

heri tal que os ângulos do topo s~ao obtusos.
A A AB B B

CCC DD D

b b b b b b

b bb b b b

Figura 4.5: As três hip�oteses de Sa

heriAt�e agora, em um plano onde s~ao satisfeitos os axiomas enun
iados no 
ap��tulo 2 etodas as suas 
onseq�uên
ias, temos trabalhado 
om algumas proposi�
~oes que estabele-
em uma rela�
~ao entre os ângulos do topo do quadril�atero 
onsiderado por Sa

heri e ossegmentos do topo e da base, e extens~oes destes segmentos. At�e o momento n~ao temosnenhuma proposi�
~ao que nos restrinja para a possibilidade de ter S ABCD 
om ∠BCDagudo e S EFGH 
om ∠FGH obtuso. O teorema a seguir resolver�a este problema.
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Teorema 4.8(Proposi
�~oes V, VI, VII de Sa

heri) Se existe um quadril�atero de Sa

heri 
omângulos do topo agudos, retos ou obtusos, ent~ao 
ada quadril�atero de Sa

heri ter�aângulos do topo agudos, retos ou obtusos, respe
tivamente.Prova : Suponha S ABCD 
om M ponto m�edio de CD e N ponto m�edio de AB.Suponha S A ′B ′C ′D ′ 
omM ′ ponto m�edio de C ′D ′ e N ′ ponto m�edio de A ′B ′. Quere-mos mostrar que os ângulos ∠BCD e ∠B ′C ′D ′ s~ao do mesmo tipo, ambos agudos, retosou obtusos.

F L G D ′ M ′ C ′

D C
K

M

E A N B H A ′ N ′ B ′

F L G D ′ M ′ C ′

D M K C

A E N H B A ′ N ′ B ′Figura 4.6: Proposi�
~ao V, VI e VII de Sa

heriSem perda de generalidade suponha M ′N ′ >
∼=
MN. Seja E em −−→NA tal que 2NE ∼=

A ′B ′. Seja F do mesmo lado de D em rela�
~ao da ←→AB, tal que FE ⊥ AB e EF ∼= A ′D ′.Seja L o p�e da perpendi
ular a ←−→MN que passa por F. Ent~ao s NEFL �e um quadril�atero



57tri-retângulo. Sejam G e H os �uni
os pontos tais que S EHGF 
om ←→LN mediatriz.Como NH ∼= NE ∼= N ′B ′ e HG ∼= EF ∼= A ′D ′ ∼= B ′C ′, usando 
ongruên
ia de triângulos�e poss��vel mostrar que △NHG ∼= △N ′B ′C ′ e △NLG ∼= △N ′M ′C ′, portanto temosque s NHGL ∼= s N ′B ′C ′M ′. Assim S EHGF ∼= S A ′B ′C ′D ′. Basta mostrar que osângulos ∠BCD e ∠HGF s~ao do mesmo tipo.Como LN ∼=M ′N ′ >
∼=
MN, temos dois possibilidades.Se M ′N ′ ∼= MN, temos que G ∈ ←→CD. Daqui temos o resultado pela 
onseq�uên
iado 
aso ângulo reto dos teoremas (4.5) e (4.6).Agora se M ′N ′ > MN, ent~ao G e H est~ao de lados opostos em rela�
~ao da ←→CD. Seja

K o ponto de interse�
~ao entre −−→MC e GH. Como s NBCM e s NHKM s~ao quadril�aterostri-retângulos metades de quadril�ateros de Sa

heri bem de�nidos, ent~ao os ângulos
∠BCM e ∠HKM s~ao do mesmo tipo (
onseq�uên
ia do teoremas 4.5 e 4.6). Mesmo paras NHKM e s NHGL, ent~ao os ângulos ∠HKM e ∠HGL s~ao do mesmo tipo. Assim
∠BDC ∼= ∠BCM e ∠HGF ∼= ∠HGL s~ao do mesmo tipo.Portanto, se um quadril�atero de Sa

heri os ângulos do topo s~ao agudos, retos ouobtusos, ent~ao 
ada quadril�atero ter�a ângulos do topo, agudos, retos ou obtusos. 2Uma proposi�
~ao interesante de ser men
ionada aqui, Sa

heri n~ao a apresenta, �euma proposi�
~ao que estabele
e a rela�
~ao entre os ângulos do topo de um quadril�aterode Sa

heri e a soma dos ângulos interno de um triângulo, quando estamos frente a umadas três hip�oteses. Esta proposi�
~ao �e apresentada em [11, Hartshorne, 2000, Cap. 7℄.
Teorema 4.9Todo triângulo pode ser transformado em um quadril�atero de Sa

heri de formaque a soma dos ângulos internos do triângulo seja a soma dos ângulos do topo doquadril�atero.



58Prova : Sejam △ABC, M ponto m�edio de AB, N ponto m�edio de AC, G o p�e daperpendi
ular de ←−→MN desde A. Seja P tal que P ∗M ∗G e MP ∼=MG e seja Q tal que
Q∗N∗G e QN ∼= GN. Note que △AMG ∼= △BMP, pois AM ∼= BM, ∠AMG ∼= ∠BMPeMP ∼=MG. Mesmo para △ANG ∼= △CNQ. Assim temos S QPBC. Temos três 
asospara analisar, quando M ∗G ∗N, M ∗N ∗G e G ∗M ∗N.

A A

P M

G

N

Q

P M Q

N G

B C B CFigura 4.7: Soma dos ângulos internos de um triângulo igual �a soma dos ângulos dotopoSe M ∗G ∗N temos que ∠BAC ∼= ∠MAG + ∠NAG ∼= ∠PBM + ∠NBQ, os ângulosdo topo ∠PBC ∼= ∠PBM + ∠MBC ∼= ∠MAG + ∠ABC e ∠QCB ∼= ∠QCN + ∠NCB ∼=

∠NAG+ ∠ACB, somando
∠PBC+ ∠QCB ∼= ∠MAG+ ∠ABC + ∠NAG+ ∠ACB ∼= ∠BAC + ∠ABC+ ∠ACBSe M ∗N ∗G temos que

∠PBC+ ∠QCB ∼= ∠PBM+ ∠MBC+ ∠QCB
∼= ∠BAG+ ∠MBC+ ∠QCB
∼= ∠BAN+ ∠NAG+ ∠MBC + ∠QCB
∼= ∠BAC+ ∠NCQ+ ∠QCB+ ∠MBC
∼= ∠BAC+ ∠NCB+ ∠MBC
∼= ∠BAC+ ∠ACB+ ∠ABCO 
aso G ∗M ∗N �e analogo ao 
aso M ∗N ∗G.Portanto, todo triângulo pode ser transformado em um quadril�atero de Sa

heri,onde a soma dos ângulos internos seja igual �a soma dos ângulos do topo. 2



59Do teorema anterior podemos 
on
luir que:
• Em um plano de Hilbert na presen�
a da hip�otese do ângulo agudo, a soma dosângulos internos de um triângulo qualquer �e menor a dois ângulos retos.
• Em um plano de Hilbert na presen�
a da hip�otese do ângulo reto, a soma dosângulos internos de um triângulo qualquer �e igual a dois ângulos retos.
• Em um plano de Hilbert na presen�
a da hip�otese do ângulo obtuso, a soma dosângulos internos de um triângulo qualquer �e maior a dois ângulos retos.Assim, podemos estabele
er as seguintes situa�
~oes em um plano de Hilbert:(a) Se existe um triângulo 
uja soma dos ângulos internos seja menor que dois retos,todo triângulo ter�a a soma dos ângulos internos menor que dois retos.(b) As seguintes 
ondi�
~oes s~ao eq�uivalentes:
• Existe um triângulo 
uja soma dos ângulos internos �e dois retos.
• Existe um retângulo.
• Todo triângulo tem a soma dos ângulos internos igual a dois retos.(
) Se existe um triângulo 
uja soma dos ângulos internos seja maior que dois retos,todo triângulo ter�a a soma dos ângulos internos maior que dois retos.Ent~ao, dependendo da hip�otese 
onsiderada, podemos estabele
er três geometrias difer-entes:(I) Um plano de Hilbert munido da hip�otese do ângulo agudo �e um Plano de Hilbertsemi-Hiperb�oli
o ou Geometria semi-Hiperb�oli
a .(II) Um plano de Hilbert munido da hip�otese do ângulo reto �e um Plano de Hilbertsemi-Eu
lidiano ou Geometria semi-Eu
lidiana .(III) Um plano de Hilbert munido da hip�otese do ângulo obtuso �e um Plano de Hilbertsemi-El��pti
o ou Geometria semi-El��pti
a .



Caṕıtulo 5

Corpos não Arquimedianos

At�e agora, temos estabele
ido um sistema axiom�ati
o que 
hamamos Plano de Hilbert,no qual enun
iamos proposi�
~oes que derivam de 
ada axioma ou grupo de axiomas.Tamb�em de�nimos movimentos r��gidos, que formalizam o m�etodo de superposi�
~ao deEu
lides. Al�em disso, 
om o estudo que fez Gerolamo Sa

heri, enun
iamos as trêship�oteses que podem a
onte
er no plano de Hilbert: hip�otese do ângulo agudo, hip�otesedo ângulo reto e hip�otese do ângulo obtuso. Daqui pudemos desta
ar três Geome-trias, dependendo se o Plano de Hilbert est�a munido 
om uma das hip�oteses, tendo as-sim: Geometria semi-Hiperb�oli
a, Geometria semi-Eu
lidiana e Geometria semi-El��pti
a(nomes outorgados em [11, Hartshorne, 2000, Cap. 7℄), quando se est�a em presen�
a dahip�otese do ângulo agudo, reto ou obtuso, respe
tivamente.Como nosso objetivo �nal �e estudar Geometrias n~ao Arquimedianas, pre
isamosde um modelo, onde possamos validar os axiomas desta Geometria. Os 
orpos n~aoarquimedianos, estudados na �algebra, ser~ao utilizados na 
on
ep�
~ao desses modelos.Para tornar o texto razoavelmente auto
ontido, de�niremos 
orpo, 
orpo ordenadoe enun
iaremos os axiomas de 
ontinuidade de Arquimedes e Dedekind 
om o �m deestabele
er uma rela�
~ao entre eles e por outro lado uma rela�
~ao 
om sub
orpos dosn�umeros reais. 60



61Pretendemos mostrar, mediante uma 
onstru�
~ao, seguindo a id�eia de [18, Moise,1974℄, que o 
onjunto de todas as 
lasses de equivalên
ias de fun�
~oes ra
ionais �e um 
orpon~ao arquimediano. Isto ser�a de utilidade pois queremos mostrar que existem 
orpos n~aoarquimedianos pit�agori
os e 
orpos n~ao arquimedianos eu
lidianos que derivam do 
orpon~ao arquimediano que 
onstruiremos. A 
onstru�
~ao dos 
orpos pitag�ori
os e eu
lidianosn~ao arquimedianos �e desenvolvida sinteti
amente por [11, Hartshorne, 2000, se�
~ao 18℄.
5.1 Corpos e propriedade ArquimedianaNesta se�
~ao de�niremos 
orpo, 
orpo ordenado e enun
iaremos os axiomas de Ar-quimedes e Dedekind, e estabele
eremos algumas propriedades em rela�
~ao a eles.Come�
aremos, de�nindo 
orpo.
Definição 5.1(Corpo) Um 
orpo �e um 
onjunto F, munido de duas opera�
~oes internas fe
hadas
+, ·, (i.e., para 
ada a,b ∈ F existem a + b ∈ F e a · b ∈ F) sujeito as seguintes
ondi�
~oes:1. O 
onjunto F, munido da opera�
~ao `+' �e um grupo abeliano.(a) (a+ b) + c = a+ (b+ c) para todo a,b, c ∈ F,(b) a+ b = b+ a para todo a,b ∈ F,(
) existe 0 ∈ F tal que a+ 0 = a para todo a ∈ F,(d) para 
ada a ∈ F, existe um elemento −a ∈ F tal que a+ (−a) = 0.



622. O 
onjunto F∗ = F \ {0}, munido da opera�
~ao `·' �e um grupo abeliano.(a) (a · b) · c = a · (b · c) para todo a,b, c ∈ F∗,(b) a · b = b · a para todo a,b ∈ F∗,(
) existe 1 ∈ F∗ tal que a · 1 = a para todo a ∈ F∗,(d) para 
ada a ∈ F∗, existe um elemento a−1 ∈ F∗ tal que a · a−1 = 1.3. As opera�
~oes + e · est~ao rela
ionadas pela distributividade
a · (b+ c) = a · b+ a · c

Exemplo 5.2A seguir alguns exemplos de 
onjuntos que s~ao 
orpos:(a) O 
onjunto dos os n�umeros reais (R), os n�umeros 
omplexos (C), os n�umero ra
io-nais (Q), munidos de soma e produto.(b) As 
lasses residuais m�odulo um n�umero primo p (Zp), onde a soma e produto �e ausual em 
lasses residuais.(
) O sub
onjunto de R, Q [√2] = {
q1 + q2√2, 
om q1, q2 ∈ Q

}

Agora, de�niremos quando um 
orpo qualquer F �e dito ordenado.
Definição 5.3(Corpo Ordenado) Um 
orpo ordenado �e um 
orpo F do qual se desta
a umsub
onjunto P, 
ujos elementos s~ao 
hamados positivos, que satisfazem:(i) Se a,b ∈ P, ent~ao a+ b ∈ P e a · b ∈ P.



63(ii) Para 
ada a ∈ F, uma e s�o uma das seguintes a�rma�
~oes 
umpre-se:
a ∈ P ou a = 0 ou − a ∈ PDe�nido 
orpo ordenado e 
onjunto de elementos positivos, �e ne
ess�ario mostraralgumas 
onseq�uên
ias. Pre
isamos ini
ialmente de�nir 
ara
ter��sti
a de um 
orpo.

Definição 5.4(Cara
ter��sti
a de um 
orpo) Dizemos que um 
orpo F tem 
ara
ter��sti
a p
(char (F) = p), se p �e o menor natural tal que para todo x ∈ F,

p · x = x + x + . . .+ x︸ ︷︷ ︸
p vezes = 0Se tal p n~ao existe, a 
ara
ter��sti
a de F �e 0.

Teorema 5.5Seja FP um 
orpo ordenado, onde F �e um 
orpo e P �e um sub
onjunto de elementospositivos de F, ent~ao:(a) 1 ∈ P, ou seja 1 �e um elemento positivo.(b) F tem 
ara
ter��sti
a 0.(
) Para 
ada a 6= 0 ∈ F, a2 ∈ P.(d) O menor sub
orpo de F que 
ont�em o elemento 1 �e isomorfo aos n�umeros ra
ionais
Q.Prova : Para (a) suponhamos que 1 /∈ P. Como 1 6= 0, (−1) ∈ P. Mas (−1) · (−1) =1 ∈ P, o que �e absurdo.Para (b) temos de (a) que 1 ∈ P, logo 1 + · · · + 1 ∈ P, agora se somamos tantas



64vezes 
omo se quer, a soma perten
e a P. Ent~ao o somat�orio nun
a ser�a 0, s�o se a
ara
ter��sti
a de F �e 0.Para (c) temos que se a 6= 0, ent~ao a ∈ P ou −a ∈ P, para a ∈ P �e evidente, para
−a ∈ P temos (−a) · (−a) ∈ P, logo a2 ∈ P.Para (d), primeiro estenderemos uma fun�
~ao de tal modo que ela seja uma bije�
~ao,e mostraremos que o 
onjunto imagem da fun�
~ao estendida �e isomorfo a Q e que �e omenor sub
orpo.Considere ϕ : N → F, ϕ(n) = 1+ · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n vezes


om 1 ∈ F, temos que por (b), ela �einjetiva.Estendemos a fun�
~ao ϕ �a fun�
~ao φ : Z→ F, de�nida:
φ(z) =






1+ · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
z vezes

, se z > 00, se z = 0
(−1) + · · ·+ (−1)
︸ ︷︷ ︸

−z vezes

, se z < 0
Agora estendemos φ �a fun�
~ao ρ : Q→ F, ρ(r) = ρ(a

b

)

= φ(a)(φ(b))−1 
om a ∈ Ze b ∈ N, note que esta fun�
~ao �e bem de�nida, �e um homomor�smo e �e injetiva, peloque ρ �e uma bije�
~ao, assim temos que Q ∼= ρ(Q).Seja K um sub
orpo qualquer de F que 
ont�em o 1. Temos que ϕ(N) = φ(N) ⊆ K(
omo 1 ∈ K, temos que 1 + . . . + 1 ∈ K), φ(0) = 0 ∈ K e −ϕ(n) = φ(−n) ∈ K 
om
n ∈ N, logo φ(Z) ⊆ K.Agora seja r = a

b
∈ Q, temos que φ(a),φ(b) ∈ K, φ(b) 6= 0, logo φ(a)(φ(b))−1 =

ρ(r) ∈ K. Assim ρ(Q) ⊆ K. Portanto ρ(Q) �e o menor 
orpo 
ontido em F. 2Mostraremos, a seguir, exemplos de 
orpos ordenados e n~ao ordenados:
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Exemplo 5.6Corpos ordenados e 
orpos n~ao ordenados:1. O 
onjunto de n�umeros ra
ionais Q forma um 
orpo ordenado, onde o sub
onjunto

P s~ao os n�umeros positivos usuais do 
orpo Q.2. O 
orpo dos n�umeros reais R �e um 
orpo ordenado, 
om n�umeros positivos usuais.3. O 
orpo dos n�umeros 
omplexos C n~ao �e um 
orpo ordenado, pois i2 = −1 < 0.4. O 
orpo Z3 n~ao �e um 
orpo ordenado, pois �e �nito e, portanto, n~ao 
ont�em uma
�opia de IQ .5. O 
orpo Q
[√2] = {

p

q
+
r

s

√2, 
om p,q, r, s ∈ Z e q, s 6= 0} �e um 
orpo ordenado,onde o sub
onjunto P =
{
a | a ∈ R+ ∩Q[

√2]}.Desejamos estabele
er uma rela�
~ao de ordem entre os elementos do 
orpo ordenadoe mostrar 
omo ela se 
omporta 
om as opera�
~oes do 
orpo.
Teorema 5.7Em um 
orpo ordenado FP de�nimos a > b se a− b ∈ P, a < b se b − a ∈ P. Estano�
~ao de desigualdade satisfaz as seguintes propriedades:(i) Se a > b e c ∈ F, ent~ao a+ c > b+ c.(ii) Se a > b e b > c, ent~ao a > c.(iii) Se a > b e c > 0, ent~ao a · c > b · c.(iv) Dados a,b ∈ F, uma e s�o uma das seguintes a�rmativas 
umpre-se:

a > b ou a = b ou a < b



66Prova : Vamos provar a primeira delas, pois as outras provas s~ao an�alogas.Temos que se a > b, ent~ao a− b > 0 ⇒ a+ c− b− c > 0 ⇒ a+ c > b+ c. 2Em Os Elementos de Eu
lides apare
e ino
uamente uma de�ni�
~ao que hoje 
on-he
emos 
omo \axioma de Arquimedes" ou \axioma de Eudoxo". Ela apare
e nade�ni�
~ao 4 do livro V [7, Eu
lid, 1994, p.38℄:\Diz-se que duas grandezas têm a mesma raz~ao quando pode-se multi-pli
ar uma delas de modo que supere �a outra."O assumido por Eu
lides foi 
onsiderado por Arquimedes 
omo um postulado, da�� onome que 
hegou �a literatura matem�ati
a. Arquimedes o enun
ia na sua obra sobre aesfera e o 
ilindro, no postulado 5 do livro I [1, Ar
himedes, 1953, p.4℄:\Dadas duas linhas, duas superf��
ies ou dois s�olidos desiguais, a maiordessas �guras ex
ede �a menor em uma grandeza tal que, adi
ionada aela mesma, �e 
apaz de ultrapassar qualquer grandeza proposta das quedizemos que guardam raz~ao."A seguir, enun
iaremos o axioma de Arquimedes e o axioma de Dedekind para 
or-pos, e mostraremos que um 
orpo ordenado F munido do axioma de Dedekind tamb�emest�a munido do axioma de Arquimedes.
(A’) (Arquimedes para 
orpo) Para 
ada a > 0 ∈ F, existe um inteiro n ∈ F tal que
n > a.
(D’) (Dedekind para 
orpo) Suponha que pode-se es
rever o 
orpo F 
omo uni~aodisjunta de 
onjuntos n~ao vazios F = S∪ T , e assumimos que para 
ada a ∈ S e para
ada b ∈ T temos a < b. Ent~ao existe um �uni
o elemento c ∈ F tal que para 
ada
a ∈ S e 
ada b ∈ T temos a 6 c 6 b.
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Teorema 5.8Seja F um 
orpo ordenado que satisfaz Dedekind, ent~ao o axioma de Arquimedes �esatisfeito em F.Prova : Suponhamos que F n~ao satisfaz (A'). Consideremos φ(Z) de�nida na prova doitem em (d) do teorema (5.5) e sejam S = {α ∈ F | ∃ n ∈ φ(Z), 
om α < n} e T = F\S.Como F n~ao satisfaz (A') ent~ao existe β ∈ F tal que n < β ∀ n ∈ φ(Z). Temos que
T = {β ∈ F | ∀n ∈ φ(Z) β > n}. Como F satisfaz (D') e T ∩ S = ∅, ent~ao existe p ∈ Ftal que α 6 p 6 β.Se p ∈ S, temos que existe m ∈ φ(Z) tal que p < m, logo m ∈ T , o que �e absurdo,pois T n~ao possui nenhum elemento de φ(Z). Portanto p /∈ S.Se p ∈ T , temos que p− 1 ∈ S, pelo que existe m ∈ φ(Z) tal que p− 1 < m ⇒ p <

m + 1, logo m + 1 ∈ T e m + 1 ∈ φ(Z), o que �e absurdo, pois T n~ao possui nenhumelemento de φ(Z). Portanto p /∈ T .Assim F est�a munido do axioma (A'). 2O seguinte teorema nos diz que um 
orpo ordenado F que satisfaz o axioma arquime-diano �e isomorfo a um sub
orpo de n�umeros reais. Assim, �e poss��vel provar proposi�
~oesem um 
orpo que ser~ao v�alidas no outro. A segunda parte do teorema diz que o 
orpoao satisfazer Dedekind �e 
ompleto, al�em de satisfazer Arquimedes. Algo importanteque nos diz este teorema �e que estudar 
orpos arquimedianos ordenados �e equivalentesa estudar sub
orpos ordenados de R.
Teorema 5.9Seja F um 
orpo ordenado satisfazendo (A'). Ent~ao F �e isomorfo, 
om sua ordena�
~ao,a um sub
orpo dos n�umeros reais R. Al�em disso, F satisfaz (D') se, e somente se osub
orpo �e igual a R.



68Prova :[Id�eia℄ Temos que F �e um 
orpo ordenado, logo existe o menor sub
orpo F0 que�e isomorfo a Q. A ideia �e estender a fun�
~ao ϕ0 : F0 → Q ⊆ R para um isomor�smo ϕ :

F→ R, esta extens~ao �e feita obtendo uma seq�uên
ia 
om o aux��lio repetido do axiomade Arquimedes, onde ela �e 
onvergente a um n�umero real que �e 
hamado de ϕ(α). Logo,de�ne-se a fun�
~ao ϕ : F→ R, onde ela �e um homomor�smo, que ne
essariamente �e umisomor�smo de F 
om a sua imagem. Note que a fun�
~ao respeita ordem.Agora, a 
ondi�
~ao (D') sobre F �e equivalente a (D') sobre ϕ(F). Cada r ∈ R �e
ara
terizado pelos 
onjuntos Σ1 = {a ∈ R|a 6 r} e Σ2 = {a ∈ R|a > r}, assim o axiomade Dedekind �e v�alido em ϕ(F) se, e somente se ϕ(F) = R. 2

5.2 Construção de um Corpo não ArquimedianoA id�eia nesta se�
~ao �e mostrar que o 
onjunto de todos os polinômios, 
om 
oe�
ientesem um 
orpo ordenado, �e um anel ordenado 
omutativo n~ao arquimediano. Em seguida,mostraremos que o 
onjunto de todas as 
lasses de equivalên
ias das fun�
~oes ra
ionais,(f · g−1) 
om f, g polinômios, �e um 
orpo ordenado n~ao arquimediano.�A 
ontinua�
~ao de�niremos o 
onjunto de todos os polinômios.
Definição 5.10

P �e o 
onjunto de todos os polinômios, 
om 
oe�
ientes em um 
orpo ordenado C ,da forma
p(x) = anx

n + an−1xn−1 + . . .+ a1x+ a0 
om p ∈ P,n > 0, an 6= 0, ai ∈ CUm polinômio 
onstante �e da forma p(x) = ao, ∀x ∈ C 
onstante.Chamaremos de Coeficiente ĺıder ao 
oe�
iente que a
ompanha a potên
ia de maiorgrau de x: an.
Exemplo 5.11



69Seja p ∈ P, p(x) = 2x2 + x+ 3, 
om 
oe�
ientes em R, aqui temos que 2 �e o 
oe�
ientel��der.
Definição 5.12(Polinômio Positivo) �E um polinômio p ∈ P para o qual existe um elemento k ∈ Ctal que p(x) > 0 para todo x > k. Se existe dito k, es
reveremos que p > 0.

Exemplo 5.13Seja p ∈ P 
om 
oe�
ientes no 
orpo dos n�umeros reais de�nido 
omo p(x) = x2+x−2;neste polinômio temos que p(x) > 0 ∀ x > 1. Logo, p > 0.Seja p ∈ P 
om 
oe�
ientes no 
orpo dos n�umeros reais de�nido 
omo p(x) =

x4 + x2 + 1; neste polinômio temos que p(x) �e sempre positivo. Portanto, p > 0.O teorema a seguir mostra a rela�
~ao entre um polinômio positivo e seu 
oe�
ientel��der.
Teorema 5.14Um polinômio �e positivo se, e somente se, o seu 
oe�
iente l��der �e positivo.Prova : Se p �e um polinômio 
onstante: p(x) = a ∀x ∈ C

p > 0 ⇔ p(x) = a > 0 ∀x ∈ C ⇔ a > 0Se p n~ao �e um polinômio 
onstante, ent~ao
p(x) = anx

n + an−1xn−1 + . . .+ a1x + a0Suponhamos que um polinômio �e positivo,
p > 0 ⇒ ∃kp ∈ C tal que, se x > kp, ent~ao p(x) > 0.



70Seja x > k = max{kp, 1+ |an|
−1(|an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|)}, onde |a| = max{a,−a}. Assim

p(x) > 0, ent~ao
p(x) = anx

n
[1+ a−1

n an−1x−1 + . . .+ a−1
n a1(x−1)n−1 + a−1

n a0(x−1)n] > 0Como x > 0, ent~ao basta mostrar que
[1+ a−1

n an−1x−1 + . . .+ a−1
n a1(x−1)n−1 + a−1

n a0(x−1)n] > 0Suponhamos que
[1+ a−1

n an−1x−1 + . . .+ a−1
n a1(x−1)n−1 + a−1

n a0(x−1)n] 6 0Usando a propriedade b > −|b|, em 
ada termo, temos o seguinte:0 > 1+ a−1
n an−1x−1 + . . .+ a−1

n a1(x−1)n−1 + a−1
n a0(x−1)n

> 1− |a−1
n an−1x−1|− . . .− |a−1

n a1(x−1)n−1|− |a−1
n a0(x−1)n|

> 1− |an|
−1|an−1|x−1 − . . .− |an|

−1|a1|(x−1)n−1 − |an|
−1|a0|(x−1)nEnt~ao

|an|
−1|an−1|x−1 + . . .+ |an|

−1|a1|(x−1)n−1 + |an|
−1|a0|(x−1)n > 1Pela de�ni�
~ao de x sabemos que x > 1, ent~ao x−1 > x−2 > x−3 > . . . Assim:1 6 |an|

−1|an−1|x−1 + . . .+ |an|
−1|a1|(x−1)n−1 + |an|

−1|a0|(x−1)n
6 |an|

−1|an−1|x−1 + . . .+ |an|
−1|a1|x−1 + |an|

−1|a0|x−1
6 |an|

−1x−1(|an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|)Logo, x 6 |an|
−1(|an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|), 
ontradizendo o fato de x > k.Portanto, [1+ a−1

n an−1x−1 + . . .+ a−1
n a1(x−1)n−1 + a−1

n a0(x−1)n] > 0, pelo que o
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oe�
iente l��der an do polinômio p �e positivo.Re
ipro
amente, suponhamos positivo o 
oe�
iente l��der do polinômio:Seja k = max{1, |an|
−1(|an−1| + . . . + |a1| + |a0|)} e 
onsidere x > k. Como x > 1ent~ao temos que x−1 > x−2 > x−3 > . . . Assim:

x > k

x > |an|
−1(|an−1| + . . .+ |a1| + |a0|)Multipli
ando ambos os lados da desigualdade por x−11 > |an|
−1x−1(|an−1| + . . .+ |a1| + |a0|)

= |an|
−1|an−1|x−1 + . . .+ |an|

−1|a1|x−1 + |an|
−1|a0|x−1

> |an|
−1|an−1|x−1 + . . .+ |an|

−1|a1|(x−1)n−1 + |an|
−1|a0|(x−1)nTemos 1 > |an|

−1|an−1|x−1 + . . .+ |an|
−1|a1|(x−1)n−1 + |an|

−1|a0|(x−1)nUsando a propriedade b > −|b|, em 
ada termo, temos o seguinte:0 < 1− (|an|
−1|an−1|x−1 + . . .+ |an|

−1|a1|(x−1)n−1 + |an|
−1|a0|(x−1)n)

= 1− |an|
−1|an−1|x−1 − . . .− |an|

−1|a1|(x−1)n−1 − |an|
−1|a0|(x−1)n

= 1− |a−1
n an−1x−1|− . . .− |a−1

n a1(x−1)n−1|− |a−1
n a0(x−1)n|

6 1+ a−1
n an−1x−1 + . . .+ a−1

n a1(x−1)n−1 + a−1
n a0(x−1)nComo an > 0, xn > 0 e (1+ a−1

n an−1x−1 + . . .+ a−1
n a1(x−1)n−1 + a−1

n a0(x−1)n) > 0,temos que p(x) > 0, ∀ x > k. Portanto, o polinômio p �e positivo. 2Do teorema anterior, temos que os polinômios positivos s~ao f�a
eis de identi�
ar,bastando examinar para o seu 
oe�
iente l��der.A seguir de�niremos, de forma an�aloga, polinômio negativo:
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Definição 5.15(Polinômio Negativo) �E um polinômio p ∈ P para o qual existe um elemento
k ∈ C onde p(x) < 0 para 
ada x > k.Em seguida mostraremos que o 
onjunto P 
ont�em um sub
onjunto de elementospositivos que satisfazem as duas 
ondi�
~oes enun
iadas na de�ni�
~ao (5.3).
Teorema 5.16O 
onjunto P possui um sub
onjunto, P, de elementos positivos que satisfazem asseguintes 
ondi�
~oes:(i) Se p,q ∈ P, ent~ao p+ q ∈ P e p · q ∈ P.(ii) Para 
ada p ∈ P, uma e somente uma das seguintes a�rma�
~oes 
umpre-se:

p ∈ P ; p = 0 ; −p ∈ PProva : Sejam p,q ∈ P, onde o 
oe�
iente l��der de p �e an e de q �e bm. Como p,q s~aopolinômios positivos, temos que an,bm s~ao positivos, assim temos que o 
oe�
iente l��derdo polinômio p + q �e tamb�em positivo, pois o 
oe�
iente l��der est�a entre as seguintesposibilidades: an quando n > m; bm quando m > n; ou an + bm, isto �e poss��vel pois
C �e ordenado, quando n = m. Agora, o 
oe�
iente l��der do polinômio p ·q �e anbm que�e positivo. Portanto a 
ondi�
~ao (i) est�a provada.Seja p ∈ P, 
om 
oe�
iente l��der an: se an > 0 temos que p ∈ P; se an < 0 temosque o polinômio −p possui 
oe�
iente l��der −an > 0, pelo que −p ∈ P; se an = 0 temosque p = 0. Portanto a 
ondi�
~ao (ii) est�a provada. 2O 
onjunto P satisfaz as propriedades de anel, pois 
ont�em o zero, 
hamado polinô-mio nulo, p = 0. Cont�em ao polinômio unidade, que �e 
hamado polinômio 
onstante q =



731. Al�em disso, temos que adi�
~ao e produto s~ao asso
iativos, 
omutativos e satisfazemdistributividade.A seguir estabele
eremos uma rela�
~ao de ordem sobre P, para obter um anel 
omu-tativo ordenado e mostrar que o anel �e n~ao arquimediano.
Definição 5.17(Rela
�~ao de Ordem em P) Sejam p,q ∈ P. Dizemos que p > q quando p−q > 0.Assim p > q se p(x) > q(x) para 
ada x ∈ C maior que um 
erto k ∈ C .Se existe uma rela�
~ao de ordem no 
onjunto dos polinômios, ent~ao existem 
ondi�
~oesque os elementos do 
onjunto P satisfazem, 
omo tri
otomia, transitividade, entre ou-tras. O seguinte teorema nos mostra estas 
ondi�
~oes.
Teorema 5.18Para 
ada p,q, s ∈ P podem-se veri�
ar as seguintes 
ondi�
~oes:(i) p > q ou p = q ou q > p(ii) Se p > q, ent~ao p+ s > q+ s(iii) Se p > q e q > s, ent~ao p > sProva : Imediatamente da de�ni�
~ao (5.17) e do teorema (5.16). 2Note que P n~ao satisfaz que: para 
ada p ∈ P 
om p 6= 0 existe seu inverso multi-pli
ativo, portanto o 
onjunto P n~ao �e 
orpo. Ent~ao, at�e aqui temos que o 
onjunto P �eum anel 
omutativo ordenado. Agora basta somente mostrar que P �e n~ao arquimediano.
Teorema 5.19O anel 
omutativo ordenado P n~ao satisfaz o axioma de Arquimedes.Prova : Consideremos os seguintes polinômios:
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p, p(x) = 1 ∀x ∈ Ce q, q(x) = x ∀x ∈ Cpara um inteiro n temos n < x quando x > n. Portanto, por mais vezes que somemoso polinômio p nun
a podemos ultrapassar ao polinômio q, assim n · p < q para 
ada

n. Logo, o axioma de Arquimedes n~ao �e satisfeito. Poderiamos dizer que q(x) = x �e\in�nitamente grande" 
omparado 
om p(x) = 1. Pelo que, P �e n~ao arquimediano. 2Tendo que P �e um anel 
omutativo ordenado n~ao arquimediano, queremos 
onstruira partir de P um 
orpo ordenado n~ao arquimediano. Para isto usaremos o quo
ientede polinômios, que 
hamaremos de fun�
~oes ra
ionais. Pois assim obteremos que, para
ada elemento ϕ(x) = p(x) (q(x))−1, 
om q(x) 6= 0, deste novo 
onjunto, exista inversomultipli
ativo.
Definição 5.20(Fun
�~oes ra
ionais) S~ao fun�
~oes da formaϕ = (p,q) 
om p,q ∈ P tal que, ∀ x ∈ C ,temos:

ϕ(x) = p(x) (q(x))
−1

=
p(x)

q(x)
.onde q(x) 6= 0.De�niremos, de manera an�aloga a 
omo foram de�nidos polinômios positivos e ne-gativos no anel P, fun�
~oes ra
ionais positivas e fun�
~oes ra
ionais negativas.

Definição 5.21(Fun
�~ao Positiva) �E uma fun�
~ao ϕ para a qual existe um elemento k ∈ C onde
ϕ(x) > 0 para 
ada x > k.
Definição 5.22(Fun
�~ao Negativa) �E uma fun�
~ao ϕ para a qual existe um elemento k ∈ C onde
ϕ(x) < 0 para 
ada x > k.
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Exemplo 5.23Considere as seguintes fun�
~oes:(1) ϕ(t) = p(t) · (q(t))−1

= t · (1)−1 = t, temos que a fun�
~ao �e positiva, pois a partirde t = 0 ela �e maior que zero.
ϕ

t

y

(2) ρ(t) = p(t) · (q(t))−1
= (−t + 2) · (1)−1 = −t+ 2, temos que a fun�
~ao �e negativa,pois a partir de t = 2 ela �e menor que zero.

ρ t

y

(3) σ(t) = p(t) · (q(t))−1
= (t3 + t2 + 1) · (t2 + t + 2)−1 =

t3 + t2 + 1
t2 + t+ 2 , temos que afun�
~ao �e positiva, pois a partir de t = −2 ela �e maior que zero.

σ

t

y
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iar~ao têm 
omo objetivo provar que o 
onjuntodas fun�
~oes ra
ionais 
ont�em um sub
onjunto de elementos positivos que satisfazem asduas 
ondi�
~oes as do teorema (5.16).
Teorema 5.24Toda fun�
~ao ra
ional (diferente da fun�
~ao 0) �e positiva ou negativa.Prova : Seja ϕ(x) = p(x)

q(x)
onde p e q n~ao s~ao polinômios nulos. Podemos tomar p,q detal forma que q > 0 (
aso 
ontr�ario multipli
ar por (−1) 
ada uma das partes de ϕ).Logo temos que existe kq tal que q(x) > 0 para 
ada x > kq.Suponha, agora, que p > 0, ent~ao existe kp tal que p(x) > 0 para 
ada x > kp. Seja

k = max{kp, kq}. Temos que se x > k, ent~ao x > kp e x > kq. Logo p(x) > 0 e q(x) > 0para 
ada x > k. Assim ϕ(x) =
p(x)

q(x)
> 0 para 
ada x > k. Analogamente, se p < 0 e

q > 0, temos que ϕ(x) < 0. 2A seguir enun
iaremos um teorema que rela
iona fun�
~oes ra
ionais 
om a ordemestabele
ida anteriormente.
Teorema 5.25Sejam ϕ, ρ fun�
~oes ra
ionais, tais que ϕ > 0 e ρ > 0. Ent~ao ϕ+ ρ > 0 e ϕ · ρ > 0.Prova : Dado que ϕ > 0, existe kϕ tal que ϕ(x) > 0 para 
ada x > kϕ, e ρ > 0, existe
kρ tal que ρ(x) > 0 para 
ada x > kρ.Tomemos k = max{kϕ, kρ}. Para 
ada x > k, temos:

ϕ(x) + ρ(x) > 0
ϕ(x) · ρ(x) > 0portanto ϕ+ ρ > 0 e ϕ · ρ > 0. 2



77Notemos que poder��amos pensar que o 
onjunto de todas as fun�
~oes ra
ionais �eum bom 
andidato para ser o 
orpo n~ao arquimediano que estamos pro
urando, poisele possui elemento neutro aditivo, elemento neutro multipli
ativo, um �uni
o inversoaditivo, �e 
omutativo, distributivo, asso
iativo, al�em de possuir inverso multipli
ativo.Por�em, o inverso multipli
ativo n~ao �e �uni
o, pois 
onsidere o seguinte exemplo:
ϕ(x) =

(x− 1)(x− 4)
(x+ 2)(x− 4) ,

ρ(x) =
(x+ 2)(x− 4)
(x− 1)(x− 4) e

φ(x) =
x + 2
x − 1Para 
ada x 6= 1, 4,−2, temos que

ϕ(x) · ρ(x) = ϕ(x) ·φ(x) = 1Portanto este 
onjunto de fun�
~oes ra
ionais n~ao �e um 
orpo. Assim, para evitaro problema da pluralidade de inversos multipli
ativos, introduziremos o 
on
eito defun�
~oes ra
ionais equivalentes que a seguir ser~ao de�nidas.
Definição 5.26(Fun
�~oes equivalentes) Sejam f, g duas fun�
~oes quaisquer. Dizemos que elas s~aoequivalentes, f ≈ g, se f(a) = g(a) 
om ex
e�
~ao de um n�umero �nito de pontos.Caso espe
���
o de fun�
~oes ra
ionais:Sejam ϕ = (p,q) e ρ = (r, s) duas fun�
~oes ra
ionais. Dizemos que elas s~ao equiva-lentes, ϕ ≈ ρ, se

ϕ(x) = ρ(x) | q(x) 6= 0 e s(x) 6= 0.
Exemplo 5.27



78Sejam
ϕ(x) =

(x + 2)(x− 2)
(x − 1)(x− 2)e

ρ(x) =
(x+ 2)(x− 3)
(x− 1)(x− 3)

ϕ n~ao �e de�nida para x = 1 e x = 2, ρ n~ao �e de�nida para x = 1 e x = 3. Mas, onde ϕe ρ s~ao de�nidas, elas têm o mesmo valor.O teorema a seguir mostra 
omo se 
omporta a soma e produto de fun�
~oes ra
ionaisequivalentes.
Teorema 5.28Sejam ϕ1, ϕ2, ρ1, ρ2 fun�
~oes ra
ionais, tais que ϕ1 ≈ ρ1 e ϕ2 ≈ ρ2. Ent~ao temos
ϕ1 +ϕ2 ≈ ρ1 + ρ2 e ϕ1 ·ϕ2 ≈ ρ1 · ρ2.Se ϕ1 ≈ ϕ2 e ϕ1 �e positiva, ent~ao ϕ2 �e positiva.Prova : Temos:
ϕ1 ≈ ρ1 ⇒ ∃ A := {a1,a2, . . . ,an} tal que ϕ1(x) = ρ1(x), ∀x ∈ C \ A

ϕ2 ≈ ρ2 ⇒ ∃ B := {b1,b2, . . . ,bm} tal que ϕ2(x) = ρ2(x), ∀x ∈ C \ BSeja x ∈ C \ (A ∪B), ent~ao temos
ϕ1(x) = ρ1(x) e ϕ2(x) = ρ2(x)logo

ϕ1(x) +ϕ2(x) = ρ1(x) +ϕ2(x) = ρ1(x) + ρ2(x)
ϕ1(x) ·ϕ2(x) = ρ1(x) ·ϕ2(x) = ρ1(x) · ρ2(x)
omoA ∪B �e �nito, pois A e B s~ao �nitos, temos que ϕ1+ϕ2 ≈ ρ1+ρ2 e ϕ1 ·ϕ2 ≈ ρ1 ·ρ2.



79Para a segunda parte do teorema temos que:
ϕ1 ≈ ϕ2 ⇒ ∃ A := {a1,a2, . . . ,an} tal que ϕ1(x) = ϕ2(x), ∀x ∈ C \ APor outro lado temos:
ϕ1 > 0⇒ ∃ kϕ1 tal que para 
ada x > kϕ1 , ϕ1(x) > 0.Considere k = max{kϕ1 ,a1, . . . ,an}. Ent~ao para 
ada x > k, temos que ϕ1(x) = ϕ2(x)e ϕ1(x) > 0, logo ϕ2(x) > 0. Pelo que ϕ2 > 0. 2

Definição 5.29O 
onjunto de todas as fun�
~oes equivalentes a ϕ �e denotado por ϕ, assim
ϕ = {ρ|ρ ≈ ϕ}Gostar��amos de saber quando uma 
lasse de equivalên
ia �e positiva e 
omo se rela-
ionam as 
lasses quando as somamos ou fazemos o produto entre elas. O seguinteteorema responde nossa inquietude e sua prova deriva imediatamente do teorema (5.28).

Teorema 5.30Sejam ϕ, ρ, ent~ao:
• ϕ > 0 se ϕ > 0
• ϕ+ ρ = ϕ+ ρ

• ϕ · ρ = ϕ · ρAo 
onjunto de todas as 
lasses de equivalên
ia ϕ denotaremos por F. Este 
onjuntosatisfaz asso
iatividade, 
omutatividade, distributividade, pois elas s~ao v�alidas no 
orpo
C . Por exemplo:

(ϕρ)σ = ϕ(ρσ)



80j�a que para todo x ∈ C , menos em um n�umero �nito de elementos no 
orpo, temos
[ϕ(x)ρ(x)]σ(x) = ϕ(x) [ρ(x)σ(x)]portanto

(ϕρ)σ ≈ ϕ(ρσ)assim
(ϕρ)σ = ϕ(ρσ)pela de�ni�
~ao de multipli
a�
~ao para ϕ, ρ, σ.Os outros postulados veri�
am-se similarmente.O 
onjunto F 
ont�em o 0 e o 1, nomeados 0 e 1. Al�em disso, −ϕ = −ϕ e (ϕ)−1

= ϕ−1�E 
laro que F �e fe
hado para adi�
~ao e multipli
a�
~ao, pois soma e produto de fun�
~oesra
ionais tamb�em s~ao fun�
~oes ra
ionais.At�e aqui temos que F �e 
orpo, ent~ao agora a id�eia �e mostrar que F �e um 
orpoordenado n~ao arquimediano. Para isso estabele
eremos, primeiro, uma rela�
~ao de ordemonde expli
itaremos duas propriedades relevantes. Para mostrar que F �e n~ao arquime-diano fazemos de maneira an�aloga a 
omo foi mostrado que o anel de todos os polinômios
om 
oe�
ientes em C �e n~ao arquimediano.
Definição 5.31(Rela
�~ao de Ordem em F) Sejam ϕ, ρ ∈ F, dizemos que ϕ > ρ quando ϕ−ρ > 0.O 
orpo F, para esta rela�
~ao de ordem, possui um sub
onjunto de elementos posi-tivos que satisfaz as duas 
ondi�
~oes. Isto �
ar�a expli
itado no teorema seguinte, 
ujademonstra�
~ao �e imediata ao usar os teoremas (5.25) e (5.30).
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Teorema 5.32Se ϕ > 0 e ρ > 0, ent~ao ϕ+ ρ > 0 e ϕ · ρ > 0.Cada ϕ ∈ F satisfaz exatamente uma das seguintes 
ondi�
~oes:

ϕ > 0; ϕ = 0; −ϕ > 0Com tudo o que foi feito, estamos em 
ondi�
~oes de dizer que F �e um 
orpo ordenadon~ao arquimediano.
5.3 Corpo Pitagórico não ArquimedianoA id�eia nesta se�
~ao �e 
onstruir um 
orpo n~ao arquimediano que seja extens~ao de Fe satisfa�
a a propriedade pitag�ori
a. Para isto, de�niremos um 
onjunto que �e uni~aoda fun�
~ao nula 
om todas as 
lasses de equivalên
ias de fun�
~oes 
ont��nuas 
om umn�umero �nito de ra��zes. Mostraremos que este 
onjunto n~ao �e um 
orpo, 
ontudo elepossui uma ordena�
~ao natural. Al�em disso, mostraremos que este 
onjunto possui umsub
onjunto de fun�
~oes que s~ao obtidas a partir do 
orpo F 
om um n�umero �nito deopera�
~oes (+, −, ·, ÷, c→ √1+ c2 ). Provaremos que este sub
onjunto �e o 
orpon~ao arquimediano pitag�ori
o pro
urado.
Definição 5.33(Corpo Pitag�ori
o) Diremos que um 
orpo H �e pitag�ori
o quandoPara 
ada a ∈H , √1+ a2 ∈HO menor 
orpo pit�agori
o ordenado �e um 
orpo enumer�avel 
hamado Corpo deHilbert.
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Definição 5.34Seja o 
onjunto F de�nido por:
F :

{
h | h fun�
~ao 
ont��nua 
om um n�umero �nito de ra��zes} ∪ {

f | f(x) = 0 ∀ x}
Exemplo 5.35Considere as seguintes fun�
~oes 
ont��nuas f : R\{0} → R, f(x) =

x3 + 1
x

, g,h : R →

R, g(x) = x3 + x2 + 1
x2 + x + 2 , h(x) = sin(x) + 2, elas têm um n�umero �nito de ra��zes.Nota: Para simpli
ar a nota�
~ao daqui em diante somente ser�a utilizado o representanteda 
lasse de equivalên
ia. Assim, dizer ϕ ser�a entendido 
omo ϕ.

Teorema 5.36

F possui um sub
onjunto, PF , de elementos positivos, ou seja F �e um 
onjunto
om uma ordem natural. Mas F n~ao �e 
orpo.Prova : Primeiro mostraremos que F n~ao �e 
orpo, para isto basta 
onsiderar f, g ∈ Ftais que f(x) = sin(x) + 3 e g(x) = 2, temos que f, g ∈ F , 
ontudo f − g /∈ F poissin(x) + 1 possui um n�umero in�nito de ra��zes. Pelo que F n~ao �e 
orpo.Agora, para mostrar que F possui uma ordem natural, 
onsideremos o 
onjunto
PF = {ϕ ∈ F | ϕ > 0 se ∃ a0 ∈ C tal que ∀ b > a0 ϕ(b) > 0}Como 
ada ϕ 6= 0 ∈ F �e 
ont��nua e possui um n�umero �nito de ra��zes, ent~ao existe

a ∈ C onde ϕ(a) = 0 e a �e maior que todas as ra��zes de ϕ. Ent~ao para 
ada b > atemos que ϕ(b) > 0 ou ϕ(b) < 0. Portanto o 
onjunto PF satisfaz as 
ondi�
~oes dade�ni�
~ao (5.3). Assim, o 
onjunto F possui uma ordem natural. 2A seguir de�niremos um 
onjunto que est�a 
ontido em F e �e extens~ao de F. A id�eia



83�e mostrar que ele �e o 
orpo n~ao arquimediano pitag�ori
o que estamos pro
urando. Paraisto mostraremos que qualquer extens~ao de um sub
orpo deste 
onjunto �e um 
orpo e
ontinua 
ontido nele.
Definição 5.37Seja o 
onjunto Ω de�nido 
omo segue:

Ω :
{

ϕ ∈ F | ϕ �e obtido a partir de F
√
d2
om um n�umero �nito de opera�
~oes: +,−, ·,÷, c 7→ √1+ c2}

Exemplo 5.38Sejam, α, β, c ∈ F tais que
α(x) = x2 · (x2 + 1)−1 = x2

x2 + 1, β(x) = 2x3 + 3x − 1 e c(x) = x,ent~ao temos que
α(x) + β(x)

√1+ c(x)2 = x2
x2 + 1 + (2x3 + 3x− 1) · √1+ x2.Como α+β√1+ c2 �e uma fun�
~ao 
ontinua 
om um n�umero �nito de raizes e �e extens~aode F, ent~ao ela perten
e a Ω.�E importante desta
ar que F ⊂ Ω ⊂ F , pois Ω �e um sub
onjunto de F que �euma extens~ao obtida a partir de F mediante um n�umero �nito das seguintes opera�
~oes

{
+, −, ·, ÷, c 7→ √1+ c2}, onde c �e um fun�
~ao que foi tamb�em obtida por um n�umero�nito destas opera�
~oes.O lema a seguir nos ajudar�a a mostrar que o 
onjunto Ω �e um 
orpo. Neste lemamostraremos que uma extens~ao de um 
orpo 
ontido em Ω, 
ontinua 
ontido nele.Fixamos um elemento ω do 
orpo tal que a raiz √1+ω2 n~ao esteja 
ontida no 
orpo;
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F

Ω

F

Figura 5.1: Diagrama�
~ao da in
lus~ao de um 
onjunto em outroestendemos o 
orpo 
om essa raiz. Assim, o 
onjunto resultante �e um outro 
orpo queainda est�a em Ω.
Lema 5.39Considere Ω 
omo o 
onjunto de�nido em 5.37, e K um 
orpo tal que K ⊂ Ω. Seja
ω ∈ K tal que √1+ω2 /∈ K. Ent~ao o 
onjunto

Kω = K

[√1+ω2] = {

α+ β
√1+ω2 | α,β ∈ K

}�e um 
orpo e Kω ⊆ Ω.Prova : Temos que mostrar duas 
oisas, a primeira �e que Kω �e um 
orpo, e a segunda�e que esteja 
ontido em Ω.(a) Para todo α,β ∈ Kω, ent~ao α+ β; α− β, α · β; α · β−1 ∈ KωSejam α = a+ b
√1+ω2, β = c+ d

√1+ω2
• α± β = (a± c)

︸ ︷︷ ︸
∈ K

+(b± d)
︸ ︷︷ ︸
∈ K

√1+ω2
• α · β =

(

ac + bd(1+ω2))
︸ ︷︷ ︸

∈ K

+(ad+ bc)
︸ ︷︷ ︸
∈ K

√1+ω2
• α · β−1 =

(

(

ac− bd
(1+ω2)) · (c2 − d2 (1+ω2))−1)

︸ ︷︷ ︸
∈ K

+
(

(bc− ad) ·
(

c2 − d2 (1+ω2))−1)
︸ ︷︷ ︸

∈ K

√1+ω2



85Pelo que α+ β; α− β; α · β; α · β−1 ∈ Kω.(b) Para todo α ∈ Kω, ent~ao α ∈ ΩSeja α = a + b
√1+ω2, temos que a,b,ω ∈ K ⊆ Ω, que foram obtidos por umn�umero �nito de opera�
~oes +,−, ·,÷, c 7→ √1+ c2, assim α �e obtido, tamb�em, porum n�umero �nito de opera�
~oes +,−, ·,÷, c 7→ √1+ c2

(

a,b,ω ∈ K ⊆ Ω ⇒ ω 7→
√1+ω2 7→ b ·

√1+ω2 7→ a+ b ·
√1+ω2 ∈ Ω)Pelo que α ∈ Ω.Por (a) e (b) temos que Kω �e 
orpo e est�a 
ontido em Ω. 2Vale a pena ressaltar que K ⊂ Kω ⊆ Ω.

• ω

•
√1+ω2K

Kω

Ω

Figura 5.2: K ⊂ Kω ⊆ ΩAt�e agora temos que o 
onjunto Ω �e pitag�ori
o, por 
omo foi de�nido, e �e n~aoarquimediano, pois deriva do 
orpo F, que 
onstruimos na se�
~ao anterior de tal formaque fora n~ao arquimediano. Basta mostrar que ele �e um 
orpo.J�a mostramos que �e poss��vel estender 
ada 
orpo que esteja 
ontido em Ω que
ontinuaremos dentro dele. Podemos pensar que se partindo de F e 
ada vez queen
ontremo-nos 
om uma raiz quadrada da forma √1+ω2, podemos estender o 
orpo



86tantas vezes quantas forem ne
ess�arias at�e que dois elementos es
olhidos arbitr�ariamentede Ω estejam 
ontidos em um 
orpo 
ontido em Ω. A prova do teorema a seguirespe
i�
a isto.
Teorema 5.40O 
onjunto Ω �e 
orpo pit�agori
o n~ao arquimediano.Prova : J�a temos que Ω �e pitag�ori
o e n~ao arquimediano, por 
omo foi de�nido. Assim,basta mostrar que para todo α,β ∈ Ω temos que α± β,α · β,α÷ β ∈ Ω.Como α ∈ Ω, ele �e obtido 
om um n�umero �nito de opera�
~oes +,−, ·÷, c 7→ √1+ c2.Come�
amos 
om o 
orpo F estendendo-o, onde ser�a apli
ado o lema (5.39) 
ada vez queapare
er uma raiz quadrada em α, vamos obter um 
orpo Kαi

⊆ Ω, tal que αi ∈ Kαi−1e √1+ α2 /∈ Kαi−1 , i = 1, . . . , k, onde F = K0. Logo obteremos um 
orpo Kαk
⊂ Ω talque α ∈ Kαk

.Se β /∈ Kαk
ent~ao estendemos o 
orpo Kαk


omo feito no lema (5.39) 
ada vez queapare
er uma raiz quadrada, assim, obtem-se um 
orpo Kβm
tais que α e β estejam
ontidos. Portanto, α± β,α · β,α÷ β ∈ Kβm

⊆ Ω 2O teorema a
ima provado, mostra que qualquer elemento de Ω perten
e a um 
orpoque est�a 
ontido no 
onjunto Ω, assim se 
onsideramos dois elementos de Ω, pode-seestender o 
orpo das 
lasses de equivalên
ias de fun�
~oes ra
ionais F at�e um 
orpo que
ontenha os dois elementos. Usando o lema (5.39) repetidas vezes �e poss��vel fazer estaextens~ao.
5.4 Corpo Euclidiano não ArquimedianoA id�eia nesta se�
~ao �e 
onstruir um 
orpo n~ao arquimediano que seja extens~ao de F esatisfa�
a a propriedade eu
lidiana. Para isto, de�niremos um 
onjunto que �e uni~ao da
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F

Kα1Kα2...Kαk

• α

Kβ1
Kβ2. . .

Kβm

• β

Ω

Figura 5.3: Extens~ao de 
orpos para mostrar que Ω �e 
orpofun�
~ao nula 
om todas as 
lasses de equivalên
ias de fun�
~oes 
ontinuas que a partirde algum momento n~ao se anulem. Mostraremos que este 
onjunto n~ao �e um 
orpo,
ontudo ele possui uma ordena�
~ao natural. Al�em disso, mostraremos que este 
onjuntopossui um sub
onjunto de fun�
~oes que s~ao obtidas a partir do 
orpo F 
om um n�umero�nito de opera�
~oes (+, −, ·, ÷, c > 0→√c ). Provaremos que este sub
onjunto �e o
orpo n~ao arquimediano eu
lidiano pro
urado.
Definição 5.41(Corpo Eu
lidiano) Diremos que um 
orpo J �e eu
lidiano quandoPara 
ada a > 0 ∈J , existe √a ∈JEm seguida de�niremos o 
onjunto que 
onsiste na uni~ao da fun�
~ao nula 
om todasas 
lasses de equivalên
ia de fun�
~oes 
ont��nuas que a partir de um elemento de C nun
ase anulam.
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Definição 5.42Seja o 
onjunto G 
omo segue:

G =
{
h | h fun�
~ao 
ont��nua e, h(x) 6= 0 ∀x > y, onde y ∈ C �xo}

∪
{
f | f(x) = 0 ∀ x}

Exemplo 5.43Considere as fun�
~oes 
ont��nuas f, g,h, f(x) = x4−2x3+2x, g(x) = x3 + x2 + 1
x2 + x + 2 , h(x) =

−
x3 + 1
x

, 
om x > 0.O seguinte teorema nos forne
e que o 
onjunto G n~ao �e 
orpo, mas ele possui umaordena�
~ao natural, quer dizer possui um sub
onjunto de elementos positivos.
Teorema 5.44

G possui um sub
onjunto, PG , de elementos positivos, ou seja G �e um 
onjunto 
omuma ordem natural. Mas G n~ao �e 
orpo.Prova : Primeiro mostraremos que G n~ao �e 
orpo, para isto basta 
onsiderar f, g ∈ Gtais que f, g : (3,+∞)→ R de�nidas f(x) = 2x − 3, g(x) = x + 1, temos que f− g /∈ Gpois f− g anula-se para x = 4. Pelo que G n~ao �e 
orpo.Agora, para mostrar que G possui uma ordem natural, seja ϕ ∈ G , pela de�ni�
~aodo 
onjunto G temos que para todo x > y, ϕ(x) 6= 0, pelo que ϕ(x) > 0 ou ϕ(x) < 0.Assim, 
onsideremos o 
onjunto
PG = {ϕ ∈ G | ϕ(x) > 0 ∀ x > y }Temos que para 
ada ϕ1, ϕ2 ∈ PG , ϕ1 + ϕ2, ϕ1 · ϕ2 ∈ PG . Portanto o 
onjunto Gpossui uma ordem natural. 2



89A seguir de�niremos um 
onjunto que est�a 
ontido em G e �e extens~ao de F, a id�eia �emostrar que ele �e o 
orpo n~ao arquimediano eu
lidiano que estamos pro
urando. Paraisto mostraremos que qualquer extens~ao de um sub
orpo deste 
onjunto �e um 
orpo e
ontinua 
ontido nele.
Definição 5.45Seja ∆ o 
onjunto de�nido 
omo segue:

∆ :
{

ϕ ∈ G | ϕ �e obtido a partir de F
√
d2
om um n�umero �nito de opera�
~oes: +,−, ·,÷, c > 0 7→ √c2}

Exemplo 5.46Considere α,β, c ∈ G 
om U = {x | x > 0}, tais que
α(x) = 101, β(x) = −(x4 + 1) · (x2)−1 e c(x) = (x4 + x2 + 1) · (x2 + x+ 2)−1,ent~ao temos que √α+ β

√
c ∈ ∆, pois:

√

α(x) + β(x)
√

c(x) =
√101+ (−(x4 + 1) · (x2)−1) ·√(x4 + x2 + 1) · (x2 + x + 2)−1.�E importante desta
ar que F ⊂ ∆ ⊂ G , pois ∆ �e um sub
onjunto de G que �euma extens~ao obtida a partir de F mediante um n�umero �nito das seguintes opera�
~oes

{
+, −, ·, ÷, c > 0 7→ √c}, onde c �e um fun�
~ao que foi tamb�em obtida por um n�umero�nito destas opera�
~oes.O lema a seguir nos ajudar�a a mostrar que o 
onjunto ∆ �e um 
orpo, pois nestelema mostraremos que uma extens~ao determinada de um 
orpo 
ontido em ∆, 
ontinua
ontido nele. Quando falamos de determinada, queremos dizer o seguinte: �xamos umelemento ρ > 0 do 
orpo tal que a raiz √ρ n~ao esteja 
ontida no 
orpo; estendemos o
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F

∆

G

Figura 5.4: Diagrama�
~ao da in
lus~ao de um 
onjunto em outro
orpo 
om essa raiz. Assim, o 
onjunto resultante �e um outro 
orpo que ainda est�a em
∆.
Lema 5.47Considere ∆ o 
onjunto de�nido em 5.45, e G um 
orpo tal que G ⊂ ∆. Seja
ρ > 0 ∈ G tal que √ρ /∈ G. Ent~ao o 
onjunto

Gρ = G [
√
ρ] = {α+ β

√
ρ | α,β ∈ G}�e um 
orpo e Gρ ⊆ ∆.Prova : Temos que mostrar duas 
oisas, a primeira �e que Gρ �e um 
orpo, e a segunda�e que esteja 
ontido em ∆.(a) Para todo α,β ∈ Gρ, ent~ao α+ β; α− β; α · β; α · β−1 ∈ GρSejam α = a+ b

√
ρ, β = c+ d

√
ρ, 
om a,b, c,d, ρ ∈ G

• α± β = (a± c)
︸ ︷︷ ︸
∈ G

+(b± d)
︸ ︷︷ ︸
∈ G

√
ρ

• α · β = (ac + bdρ)
︸ ︷︷ ︸

∈ G

+(ad+ bc)
︸ ︷︷ ︸
∈ G

√
ρ

• α · β−1 =
(

(ac− bdρ) ·
(

c2 − d2ρ)−1)
︸ ︷︷ ︸

∈ G

+
(

(bc− ad) ·
(

c2 − d2ρ)−1)
︸ ︷︷ ︸

∈ G

√
ρPelo que α+ β; α− β; α · β; α · β−1 ∈ Gρ.



91(b) Para todo α ∈ Gρ, ent~ao α ∈ ∆Seja α = a+ b
√
ρ, temos que a,b, ρ ∈ G ⊆ ∆, que foram obtidos por um n�umero�nito de opera�
~oes +,−, ·,÷, c > 0 7→ √c, assim α �e obtido, tamb�em, por umn�umero �nito de opera�
~oes +,−, ·,÷, c > 0 7→ √c

(

a,b, ρ ∈ G ⊆ ∆ ⇒
√2ρ 7→ √ρ 7→ b · √ρ 7→ a+ b · √ρ ∈ ∆

)Pelo que α ∈ ∆.Por (a) e (b) temos que Gρ �e 
orpo e est�a 
ontido em ∆. 2�E ne
ess�ario ressaltar que G ⊂ Gρ ⊆ ∆.
• ρ

•
√
ρ

G

Gρ

∆

Figura 5.5: G ⊂ Gρ ⊆ ∆At�e agora temos que o 
onjunto ∆ �e eu
lidiano, por 
omo foi de�nido, e �e n~aoarquimediano, pois deriva do 
orpo F, que 
onstruimos na se�
~ao (5.2) de tal forma quefora n~ao arquimediano. S�o basta mostrar que ele �e um 
orpo.J�a mostramos que �e poss��vel estender 
ada 
orpo que esteja 
ontido em ∆ que 
onti-nuaremos dentro dele. Podemos pensar que se partindo de F e 
ada vez que en
ontremo-nos 
om uma raiz quadrada da forma √ρ, podemos estender o 
orpo tantas vezes quan-tas forem ne
ess�arias at�e que dois elementos es
olhidos arbitr�ariamente de ∆ estejam
ontidos em um 
orpo 
ontido em ∆. A prova do teorema a seguir espe
i�
a isto.
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Teorema 5.48O 
onjunto ∆ �e 
orpo eu
lidiano n~ao arquimediano.Prova : J�a temos que ∆ �e eu
lidiano e n~ao arquimediano, por 
omo foi de�nido. Assim,basta mostrar que para todo α,β ∈ ∆ temos que α± β,α · β,α÷ β ∈ ∆.

∆

F
Lα1 Lα2Lαl

= Lα...
• α

• β

Lβ1
Lβ2

Lβn
= Lβ

. . .
Figura 5.6: Extens~ao de 
orpos para mostrar que ∆ �e 
orpoComo α ∈ ∆ ele �e obtido 
om um n�umero �nito de opera�
~oes +,−, ·÷, c > 0 7→ √c.Come�
amos 
om o 
orpo F extendendo ele, onde ser�a apli
ado o lema (5.47) 
ada vezque apare
e uma raiz quadrada em α, vamos obter um 
orpo Lαi

⊆ ∆ tal que αi ∈ Lαi−1e √αi /∈ Lαi−1 , i = 1, . . . , l, onde F = L0. Logo obteremos um 
orpo Kαl
⊂ ∆ tal que

α ∈ Lαl
.Se β /∈ Lα ent~ao estendemos o 
orpo Lαl


omo feito no lema (5.47) 
ada vez queapare
er uma raiz quadrada, assim, obtem-se um 
orpo Lβn
tal que α e β estejam
ontidos. Portanto, α± β,α · β,α÷ β ∈ Lβ ⊆ ∆ 2O teorema a
ima provado, mostra que qualquer elemento de ∆ perten
e a um 
orpo



93que est�a 
ontido no 
onjunto ∆, assim se 
onsideramos dois elementos de ∆, pode-seestender o 
orpo das 
lasses de equivalên
ias de fun�
~oes ra
ionais F at�e um 
orpo que
ontenha os dois elementos. Usando o lema (5.47) repetidas vezes �e poss��vel fazer estaextens~ao.



Caṕıtulo 6

Geometria sobre Corpos

Queremos 
onstruir um modelo alg�ebri
o no qual os axiomas do Plano de Hilbert sejamsatisfeitos. Ou seja queremos dar uma interpreta�
~ao ao sistema axiom�ati
o estabele-
ido no 
ap��tulo 2 
om o aux��lio das ferramentas alg�ebri
as que foram enun
iadas ede�nidas no 
ap��tulo anterior. Assim, 
ome�
aremos traduzindo para o modelo os ter-mos de ponto, plano, reta e paralelismo. Mostraremos que 
om esta interpreta�
~ao dostermos, um plano 
artesiano sobre um 
orpo abstrato qualquer satisfaz os axiomas dein
idên
ia e o axioma de paralelismo. Aqui, enun
iaremos o teorema de mudan�
a linearde vari�aveis, expli
ando a sua utilidade. Na seguinte se�
~ao, mostraremos a equivalên
ia:existên
ia da rela�
~ao \estar entre" em um modelo alg�ebri
o ΠF somente se o 
orpo �e or-denado. Tamb�em traduziremos para o modelo alg�ebri
o os termos segmento, semi-reta,ângulo, ângulo agudo, reto ou obtuso, e interior do ângulo. Em seguida, se interpre-tar�a 
ongruên
ia de segmentos mediante a fun�
~ao distân
ia quadrada (pois a fun�
~aodistân
ia em um 
orpo qualquer pode n~ao ser garantida), tamb�em interpretaremos a
ongruên
ia de ângulos usando a fun�
~ao tangente do ângulo. Demonstraremos que emtodo plano 
artesiano sobre um 
orpo ordenado, os axiomas (C2)-(C5) s~ao satisfeitos,mas para que seja v�alido (C1) pre
isamos impor uma 
ondi�
~ao adi
ional sobre o 
orpoordenado, que seja um 
orpo pitag�ori
o. Para que todos os axiomas de Hilbert sejamsatisfeitos em nosso modelo alg�ebri
o, ne
essitamos veri�
ar o axioma (C6), isto �e feito94



95no �m do 
ap��tulo, onde usando a de�ni�
~ao de movimentos r��gidos dada no 
ap��tulo3, mostrar-se-�a que no plano 
artesiano asso
iado a um 
orpo pitag�ori
o existem su-�
ientes movimentos r��gidos (MRS) para que o m�etodo de superposi�
~ao de Eu
lidesfun
ione e assim seja satisfeito (C6). Feito isto, teremos 
on
lu��da a 
onstru�
~ao dom�odelo alg�ebri
o do sistema axiom�ati
o de�nido no 
ap��tulo 2.
6.1 Plano Cartesiano sobre um Corpo AbstratoNo 
ap��tulo anterior, de�nimos 
orpo abstrato. Agora, estabele
eremos um plano 
arte-siano sobre um 
orpo qualquer.Traduziremos os termos inde�nidos do sistema axiom�ati
o estabele
ido no 
ap��tulo2 para o modelo alg�ebri
o que queremos 
onstruir. Seja F um 
orpo qualquer.
• Chamaremos de ponto um par ordenado da forma (a,b), a,b ∈ F.
• Plano cartesiano sobre um 
orpo F �e o 
onjunto F2 de todos os pares ordenados
(x,y).
• De�nimos 
omo eixo-x e eixo-y 
omo o 
onjunto de pontos da forma (a, 0) e
(0,b) respe
tivamente (0 �e o elemento neutro aditivo do 
orpo).
• O ponto (0, 0) �e 
hamado origem do plano.
• O 
onjunto de todos os pontos do plano (x,y) que satisfazem a equa�
~ao ax+by+
c = 0, onde a,b, c ∈ F 
om a,b n~ao ambos nulos, 
hamaremos de reta.
• A reta verti
al possui equa�
~ao x = c.
• Para de�nir inclinação de uma reta (
on
eito que ser�a �util para de�nir tangentedo ângulo) �e ne
ess�ario es
rever de outra forma a equa�
~ao, onde �que 
laro que ain
lina�
~ao �e em rela�
~ao ao eixo-x e n~ao ao eixo-y. Assim a reta tamb�em pode-se



96es
rever da forma y = mx+n, desde que b 6= 0, diremos que a in
lina�
~ao da reta�e m, e (0,n) �e o ponto onde a reta inter
epta o eixo-y.
• A in
lina�
~ao das retas verti
ais ser�a expressada por ∞. Aqui, ∞ �e um s��mbolo en~ao um elemento do 
orpo F.

Exemplo 6.1Considere F = R, o plano 
artesiano R × R �e usado na geometria anal��ti
a, representaum modelo alg�ebri
o da geometria eu
lidiana.Em seguida, vamos traduzir paralelismo para o modelo alg�ebri
o.
Definição 6.2(Paralelismo) Duas retas s~ao paralelas se as suas in
lina�
~oes s~ao a mesma. Assim,se temos as retas 
om equa�
~ao l : y = mx + n e l ′ : y = m ′x + n ′, elas s~ao paralelas
(l ‖ l ′) se m = m ′.Para determinar que duas retas sejam paralelas, basta examinar a in
lina�
~ao de 
adauma das retas, pois se as retas s~ao verti
ais, pela de�ni�
~ao �
a 
laro que as in
lina�
~oess~ao iguais. Agora se as retas n~ao s~ao verti
ais, expressam-se as equa�
~oes das retas 
omo
y = mx + n, da�� pode-se observar que ambas possuem a mesma in
lina�
~ao. Tomemos
l : y = mx + n e l ′ : y = mx + n ′ duas retas paralelas, notemos que l = l ′ se n = n ′ eque l ∩ l ′ = ∅ se n 6= n ′.Notemos que at�e aqui �e poss��vel identi�
ar a in
lina�
~ao da reta somente se 
onhe
e-mos a sua equa�
~ao. Mas se n~ao nos forne
em a equa�
~ao da reta, por�em 
onhe
emosdois pontos distintos da reta, P1 = (x1,y1) e P2 = (x2,y2), podemos determinar a suain
lina�
~ao por meio da seguinte express~ao m = (y2 − y1) · (x2 − x1)−1 se x1 6= x2. No
aso que x1 = x2 temos que a reta �e verti
al e sua in
lina�
~ao �e m = ∞.
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6.2 Corpo Abstrato e IncidênciaNesta se�
~ao desejamos investigar quais s~ao as propriedades ne
ess�arias que deve sa-tisfazer um 
orpo para que o plano 
artesiano 
onstru��do sobre um 
orpo satisfa�
a osaxiomas de in
idên
ia de Hilbert, enun
iados no 
ap��tulo 2.Consideraremos, ponto, plano, reta, 
omo foram de�nidos na se�
~ao anterior.Em seguida, veri�
a-se que, em um plano 
artesiano sobre um 
orpo qualquer, s~aosatisfeitos os axiomas de in
idên
ia de Hilbert e o axioma de paralelismo.
Teorema 6.3Se F �e um 
orpo, os axiomas de in
idên
ia de Hilbert (I1), (I2), (I3) e o axioma dasparalelas (P) s~ao satisfeitos em F2.Prova : Para (I1) (Para 
ada dois pontos distintos A e B, existe uma �uni
a retain
idente a A e B simultaneamente). Consideram-se dois pontos diferentes do plano
artesiano P1 = (x1,y1) e P2 = (x2,y2), a equa�
~ao da reta ax+ by+ c = 0 satisfeita por
P1 e P2 tem obtido seus 
oe�
ientes pela solu�
~ao de um sistema linear:

(y2 − y1)x+ (x1 − x2)y+ ((y1 − y2)x1 + (x1 − x2)y1) = 0.Sendo (x1,y1) 6= (x2,y2) temos que a equa�
~ao �e �uni
a e os 
oe�
ientes s~ao elementos de
F. Para (I2) (A toda reta in
idem pelo menos dois pontos distintos). Um 
orpopossui pelo menos dois elementos, sejam eles 0, 1, os neutros da soma e do produto do
orpo. Se x = 0 temos que y = mx + n = n; quando x = 1, temos que y = m + n.Portanto a reta 
ont�em pelo menos os pontos (0,n) e (1,m+ n). Se a reta �e da forma
x = c, temos que os pontos (c, 0) e (c, 1) perten
em �a reta.



98Para (I3) (Existem três pontos distintos que n~ao s~ao in
identes a uma mesmareta). Se o 
orpo tem pelos menos dois elementos, os pontos (0, 0), (0, 1), (1, 0) est~aono plano F2 e n~ao jazem na mesma reta.Para (P) (Para 
ada ponto A e 
ada reta l, existe uma �uni
a reta que in
ideem A e �e paralela a l). Suponhamos que existem duas retas distintas paralelas l1 :

y = m1x + n1, l2 : y = m2x + n2 �a reta l : y = mx + n que passam pelo mesmo ponto
A = (a1,a2). Como l ‖ l1, temos que m = m1. Por outro lado temos que l ‖ l2, peloque m = m2. Portanto m1 = m = m2 e l1 ‖ l2, mas temos que n1 = a2 − m1a1 e
n2 = a2 −m2a1. Assim, n1 = n2 e portanto l1 = l2. 2Com o teorema anterior, podemos 
on
luir que um plano 
artesiano sobre qualquer
orpo satisfaz os axiomas de in
idên
ia e o axioma de paralelismo. Note que aquipodem-se obter modelos geom�etri
os �nitos.
Exemplo 6.4Considere F = Z2 = {0, 1}.

b
(0, 0)

b
(1, 0)b

(1, 1)b

(0, 1)
Figura 6.1: Exemplo de plano 
artesiano sobre um 
orpoNeste modelo alg�ebri
o, as retas \diagonais" n~ao se inter
eptam, pois s~ao �nitas e
onstitu��das apenas por suas extremidades. Outra forma de veri�
ar �e se olhamos paraa equa�
~ao delas,
l{(0,0)−(1,1)} : y = x e l{(0,1)−(1,0)} : y = −x + 1Como F = Z2 temos que 1 ≡ −1, logo l{(0,1)−(1,0)} : y = x + 1. E portanto a in
lin~a�
~ao



99em ambas �e 1, assim elas s~ao paralelas.No seguinte teorema mostra-se uma 
onex~ao entre as propriedades alg�ebri
as do
orpo F e as propriedades de in
idên
ia no plano F2.
Teorema 6.5(Mudan
�a de vari�aveis) No plano 
artesiano sobre o 
orpo F, �e poss��vel fazeruma mudan�
a linear de vari�aveis






x ′ = Ax + By + C

y ′ = Dx+ Fy+Gtal que os novos eixos 
oordenados s~ao duas retas dadas que se inter
eptam, e osnovos pontos unit�arios, 
orrespondentes aos pontos (1, 0) e (0, 1), s~ao dois pontos
P,Q dados que n~ao sejam iguais ao ponto de en
ontro, E, das retas.Prova :[Id�eia℄ Sejam a,b, c,d, e, f ∈ F.1) Primeiro a id�eia �e \transladar" a origem:






x ′ = x− a

y ′ = y− bAqui, (a,b) s~ao as 
oordenadas do ponto E em rela�
~ao ao sistema antigo.
O x

y

x

y

x ′

y ′

x ′

y ′

E

E = O

b

b

bFigura 6.2: Transladar a origem



1002) Agora a id�eia �e mover os pontos unit�arios para alguns outros pontos do mesmoeixo: 




x ′ = cx

y ′ = dy

xx

yy

x ′

y ′

x ′

y ′

OO

P

Q

(1, 0)(0, 1)
P

Q

(c, 0)(0,d)
bb

b

b

b

b

b

b

b

b

Figura 6.3: Mudan�
a de pontos unit�arios3) Para �nalizar, a ideia �e \girar" os eixos 
oordenados:(i) Primeiro mudamos y para y ′:





x ′ = x − ey

y ′ = y

xx

yy

x ′

y ′

x ′

y = y ′

OO
bb Figura 6.4: Mudan�
a de y para y ′



101(ii) Por �ultimo mudamos x para x ′:





x ′ = x

y ′ = y− fx

xx

yy

x ′

y = y ′

x = x ′

y = y ′

OO
bb Figura 6.5: Mudan�
a de x para x ′Como x,y,a,b, c,d, e, f ∈ F, ent~ao x ′,y ′ ∈ F em 
ada um dos 
asos. Portanto, em ummodelo alg�ebri
o sobre qualquer 
orpo �e poss��vel fazer uma mudan�
a de vari�aveis. 2A mudan�
a linear de vari�aveis �e ne
ess�aria em algumas situa�
~oes, pois ao es
olhereixos 
oordenados 
onvenientes, as 
ontas nas demonstra�
~oes de 
ertas proposi�
~oes �
amsimpli�
adas.Este teorema �e de grande utilidade, pois ser�a utilizado no �m deste 
ap��tulo paramostrar a existên
ia de su�
ientes movimentos r��gidos em F2 
om F pitag�ori
o, e 
omisto, �
ar�a provado que todos os axiomas de Hilbert s~ao satisfeitos no modelo alg�ebri
oque estamos 
onstruindo.A seguir algumas apli
a�
~oes do teorema a
ima des
rito:

Teorema 6.6Existe uma 
on�gura�
~ao no plano F2 dos quatro pontosA, B, C, D tais que←→AB ‖ ←→CD,
←→
AC ‖ ←→BD, ←→AD ‖ ←→BC se e somente se a 
ara
ter��sti
a de F �e 2.



102Prova : Suponha que exista uma 
on�gura�
~ao em F2, fazendo uma mudan�
a de vari�aveistal que C seja a origem, A,D os pontos unit�arios e portanto B �e o ponto (1, 1), logonesta 
on�gura�
~ao ←→AD||
←→
BC, suas equa�
~oes
←→
BC : x = y ; ←→

AD : x + y = 1têm uma solu�
~ao 
omum 2x = 1 que, em F, tem solu�
~ao s�o se 2 = 0, pelo que F deveter 
ara
ter��sti
a 2.Re
ipro
amente, basta 
onsiderar o exemplo do plano 
artesiano sobre o 
orpo Z2.2
Teorema 6.7(Teorema de Pappus) No plano F2, suponha dados as retas l, m e os pontos
A, B, C ∈ l e A ′, B ′, C ′ ∈ m tais que ←−→AC ′ ‖ ←−→A ′C e ←→BC ′ ‖ ←→B ′C. Ent~ao, tamb�em,
←→
AB ′ ‖ ←→A ′B.Prova :[Id�eia℄ Es
olhendo 
on�gura�
~oes 
onvenientes e 
al
ulando as in
lina�
~oes em
ada uma das retas que formam-se o problema �
a resolvido. Ent~ao es
olheremos 
on-�gura�
~oes dependendo se as retas l e m s~ao ou n~ao paralelas.1) Quando l n~ao �e paralela a m:

A = (0, 1)
O = (0, 0) C = (0,a)

B

C ′ = (b, 0)B ′ = (1, 0) A ′
b

b

b

b

bb bFigura 6.6: Teorema de Pappus para l 6‖m2) Quando l ‖ m:
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A = (0, 1) B = (b, 1) C = (1, 1)

C ′ = (0, 0) B ′ = (a, 0) A ′ = (1, 0)b b b

bb bFigura 6.7: Teorema de Pappus para l ‖mAssim, ←→AB ′ ‖ ←→A ′B. 2

Observação: Note que este teorema diz que, se F �e um 
orpo, ent~ao o teorema dePappus �e v�alido. Mas Hilbert mostrou que se F⋆ possui uma estrutura alg�ebri
a similara F, mas n~ao ne
essariamente se 
umpre a 
omutatividade multipli
ativa, temos que,se o teorema de Pappus �e v�alido em F⋆2, ent~ao F⋆ �e 
orpo.
6.3 Corpo Ordenado e Relação de “Estar Entre”Nesta se�
~ao desejamos traduzir, no modelo alg�ebri
o que estamos 
onstruindo, a no�
~aode \estar entre", postulada nos axiomas (B1)-(B4). Para isto, pre
isa-se impor umaestrutura adi
ional sobre o 
orpo, tal que ela torne poss��vel a rela�
~ao de \estar entre".Vamos supor a no�
~ao da rela�
~ao de \estar entre" em um modelo alg�ebri
o. Assim,o eixo x poderia ser dividido em três sub
onjuntos disjuntos, 
onsistindo em \eixo xpositivo" 
omo todos os pontos que est~ao do mesmo lado do 1 em rela�
~ao ao 0, o zero`0' e \eixo x negativo" os demais pontos.No 
ap��tulo 5 foi de�nido quando um 
orpo �e dito ordenado e mostrou-se algumaspropriedades. Assim, �a 
ontinua�
~ao ser�a mostrado que os axiomas de ordem, enun
iadosno 
ap��tulo 2, s~ao satisfeitos em um plano 
artesiano sobre um 
orpo ordenado.
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Teorema 6.8Se F �e um 
orpo, e se existe a no�
~ao de \estar entre" no plano 
artesiano F2 sa-tisfazendo os axiomas do plano de Hilbert (B1)-(B4), ent~ao F deve ser um 
orpoordenado.Prova : Vamos supor que F seja um 
orpo e existe no�
~ao de \estar entre" no plano
artesiano F2 satisfazendo os axiomas de ordem, ent~ao mostraremos que F �e ordenado.Ent~ao a id�eia �e mostrar que existe um sub
onjunto P de elementos positivos de Fque satisfaz as duas 
ondi�
~oes enun
iadas na de�ni�
~ao (5.3).Vamos de�nir o 
onjunto P 
omo todos os pontos do eixo x do mesmo lado de (1, 0)em rela�
~ao ao (0, 0). Isto �e poss��vel de fazer, pois existe a no�
~ao de estar entre, portantoo teorema de lados de uma reta �e v�alido, teorema (2.9), que �e 
onsequên
ia dos axiomas(B1) at�e (B4). A adi�
~ao no F2 
orresponde a somar elementos do 
orpo sobre o eixo x,assim se a,b ∈ P logo a+ b ∈ P.

0
1

a

b

a · b

1
a

b

a · b0x x

yy

b

b

b

bb b

b

b

b

bFigura 6.8: Multipli
a�
~ao de elementos do 
onjunto PPara a multipli
a�
~ao s~ao dados 1,a,b ∈ P onde (a, 0) perten
e ao eixo x e (0, 1), (0,b)ao eixo y, a reta paralela �a (0,1)-(a,0) que passa por (0,b) en
ontra ao eixo x em (ab, 0).Agora pelos axiomas (P) e (B4) temos que a · b ∈ P. P 
umpre a primeira 
ondi�
~aoda de�ni�
~ao de 
orpo ordenado. Pela 
onstru�
~ao de P, temos que para 
ada a ∈ F,
a ∈ P;a = 0;−a ∈ P. Logo FP �e um 
orpo ordenado. 2O teorema anterior possui uma re
��pro
a, onde se sup~oe que F �e um 
orpo ordenado equeremos mostrar que o plano 
artesiano sobre esse 
orpo satisfaz os axiomas de ordem.



105Para isto, pre
isamos de�nir rela�
~ao de \estar entre" para os pontos sobre uma reta.De�nimos esta rela�
~ao 
omo:Sejam A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1, c2) três pontos da reta y = mx+ b.
B est�a entre A e C (A ∗ B ∗ C) se se 
umpre qualquer das duas 
ondi�
~oes:

a1 < b1 < c1 ou a1 > b1 > c1.Se a reta for verti
al 
onsideramos as segundas 
oordenadas.Antes de provar a re
ipro
a do teorema pre
edente, ne
essitamos mostrar que oteorema (6.5) sobre mudan�
a linear de vari�aveis preserva a rela�
~ao de \estar entre"de�nida a
ima.
Teorema 6.9A mudan�
a de vari�aveis preserva rela�
~ao de \estar entre" em um modelo alg�ebri
o,
ujo 
orpo �e ordenado.Prova : Sejam F2 o plano 
artesiano, l uma reta em F2 e A, B, C ∈ l 
om A = (x1,y1),
B = (x2,y2), C = (x3,y3) tais que A ∗ B ∗ C. Se l �e verti
al 
onsidere as segundas
oordenadas, 
aso 
ontrario 
onsidere as primeiras.Temos que mostrar que os quatro passos para fazer a mudan�
a de variaveis preservaa rela�
~ao de estar entre. Como A ∗ B ∗C, ent~ao x1 ≷ x2 ≷ x3.Para a id�eia de transladar a origem, temos que x1 − a ≷ x2 − a ≷ x3 − a, portantopreserva rela�
~ao de estar entre.Para a id�eia de mover os pontos unit�arios, temos que c · x1 ≷ c · x2 ≷ c · x3, portantopreserva rela�
~ao de estar entre.Para a id�eia de mudar o eixo x, temos que as primeiras 
oordenadas se mantem.Portanto preserva rela�
~ao de estar entre.



106Para a id�eia de mudar o eixo y, 
onsideremos a 
ompara�
~ao 
om as segundas 
oor-denadas. Se a reta fora paralela ao eixo x, temos que y1 = y2 = y3 = y, assim
x1 − ey ≷ x2 − ey ≷ x3 − ey. Portanto preserva rela�
~ao de estar entre. 2

Teorema 6.10Se FP �e um 
orpo ordenado, a rela�
~ao de \estar entre", de�nida previamente, em F2satisfaz os axiomas (B1)-(B4).Prova : (B1): (Se A ∗ B ∗ C, ent~ao A, B e C s~ao três pontos distintos in
identesa uma reta e vale tamb�em C ∗ B ∗A). Cumpre-se pela de�ni�
~ao da rela�
~ao de \estarentre".
(B2): (Se A e B s~ao pontos distintos, ent~ao existe um ponto C tal que A ∗ B ∗ C).Considere b,d ∈ F 
om d > b, logo existem a, c, e ∈ F tais que a < b < c < d < e, porexemplo es
olha a = b− 1, c = 12(b+ d), e = d+ 1, 12 ∈ F, pois char(F) = 0(1).
(B3): (Dados três pontos distintos in
identes a uma reta, exatamente um delesest�a entre os outros dois). Considere a,b, c ∈ F distintos, ent~ao temos exatamente seisposibilidades: a < b < c ; a < c < b ; b < a < c ; b < c < a ; c < a < b ; c < b < a.
(B4): (Pas
h). Suponha o triângulo ABC e uma reta l que en
ontra o lado AB e
A,B,C 6∈ l. Se l n~ao for verti
al, 
om uma mudan�
a de vari�aveis �e poss��vel torn�a-laverti
al, e 
om equa�
~ao x = d. Sejam a,b, c as 
oordenadas x dos pontos A,B,C. Como
F �e ordenado temos que a < d < b ou b < d < a. Assuma que a < d < b ent~ao �e
laro que: se c < d, l en
ontra BC, mas n~ao AC; se c > d, l en
ontra AC, mas n~ao BC.Analogamente se assume-se que b < d < a. Portanto l en
ontra BC ou AC mas n~ao aambos. 2Note que �e poss��vel 
onsiderar qualquer das duas 
oordenadas dos pontos.(1)char(F) de�nido no 
ap��tulo 5.



107J�a estamos em 
ondi�
~oes de de�nir segmento, semi-reta e ângulo no modelo alg�ebri
o,ou seja no plano 
artesiano sobre um 
orpo ordenado.
Definição 6.11SejamA = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1, c2),m a in
lina�
~ao de←→AB em ′ a in
lina�
~aode ←→BC.Segmento: AB = {A} ∪ {B} ∪ {C | a1 ≷ c1 ≷ b1 ou a2 ≷ c2 ≷ b2 e m = m ′}.Semi-reta: −→AB = AB ∪ {C | a1 ≷ b1 ≷ c1 ou a2 ≷ b2 ≷ c2 e m = m ′}.No 
ap��tulo 2 instauramos dois teoremas de separa�
~ao, um referido �a separa�
~ao doplano em dois 
onjuntos disjuntos, e outro aludido �a separa�
~ao da reta, teoremas 2.8 e2.9 respe
tivamente.Para interpretar estes dois teoremas. Consideremos os pontos A = (xA,yA), B =

(xB,yB), C = (xC,yC) e D = (xD,yD), os pontos AB = A − B e CD = C −D. Seja afun�
~ao ⊙ : F× F→ F de�nida 
omo segue:
AB⊙ CD = (xA − xB)(yA − yB) + (xC − xD)(yC − yD)Tamb�em, entenderemos por AB o ponto de 
oordenadas (yA, xB) e diremos A 
om-posto B(2). Com isto, j�a estamos em 
ondi�
~oes de traduzir para o modelo quando ospontos X e Y est~ao do mesmo lado do plano em rela�
~ao �a reta ←→AB. Assim,
X ∼←→

AB
Y ⇔ (XA⊙ BAAB) (YA⊙ BAAB) > 0(2)Na verdade o que estamos fazendo aqui �e determinar dois pontos, AB e BA, da reta perpendi
ular�a reta ←→AB de modo que a reta ←−−→ABBA seja perpendi
ular �a reta ←→AB. Isto �
ar�a 
laro 
om a de�ni�
~ao deângulo reto.



108Diremos que o ponto X est�a do mesmo lado da reta ←→AB em rela�
~ao ao ponto A se:
X ∼A B ⇔ (XA⊙ BAAB) = 0 ∧ X ∼←−−→

ABBA
BNotemos que 
omo foi de�nida a rela�
~ao de estar entre, podemos instaurar que asepara�
~ao da reta �que traduzida 
omo segue:

X ∼A B ⇔ X = B ou A ∗ X ∗ B ou A ∗ B ∗ X
6.4 Congruência de Segmentos e ÂngulosNo modelo alg�ebri
o que estamos 
onstruindo, at�e agora, s~ao v�alidas as no�
~oes de in-
idên
ia, estar entre e os axiomas de 
ongruên
ia (C2)-(C5). Mas para que seja v�alidoo axioma (C1) vamos mostrar que o 
orpo deve ser pitag�ori
o.Daqui em diante, vamos assumir que o 
orpo seja ordenado.O primeiro passo �e de�nir a no�
~ao de 
ongruên
ia para segmentos de reta e paraângulos. Para de�nir 
ongruên
ia de segmentos a id�eia �e usar a fun�
~ao distân
ia eu
li-diana usual, para dois pontos A = (a1,a2), B = (b1,b2), 
omo:

dist(A,B) =√(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2O problema desta de�ni�
~ao �e que n~ao �e poss��vel garantir que o 
orpo possua ra��zesquadradas. Ent~ao usaremos a fun�
~ao:
dist(A,B)2 = (a1 − b1)2 + (a2 − b2)2.A seguir de�nir-se-�a 
ongruên
ia de segmentos.



109
Definição 6.12Dois segmentos AB e CD no plano 
artesiano sobre um 
orpo ordenado F s~ao 
on-gruentes se

dist(A,B)2 = dist(C,D)2Agora, quer-se de�nir 
ongruên
ia de ângulos, para isto utilizaremos a fun�
~ao tan-gente do ângulo (tanα), que ela pode ter 
omo valor um elemento do 
orpo F ou os��mbolo ∞ quando o ângulo for reto. Como a fun�
~ao tangente pode tomar o valorde um elemento do 
orpo abstrato, ent~ao n~ao podemos assumir 
omo v�alidas 
ertaspropriedades.
Definição 6.13Sejam os pontos A, B, C, D, m a in
lina�
~ao de ←→AB e m ′ a in
lina�
~ao de ←→AC.Ângulo: ∠BAC ou ∠CAB �e a uni~ao de duas semi-retas que emanam do mesmoponto, tal que m 6= m ′.Dizemos que o ângulo formado pelas semi-retas �e um ângulo agudo, reto ou obtusoquando BA ⊙ CA T 0, respe
tivamente.Interior de um Ângulo: O ponto D �e um ponto interior do ângulo ∠BAC se:

C ∼←→
AB
D ∧ B ∼←→

AC
DUsaremos a fun�
~ao | · | : F→ P ∪ {0} de�nida por:

|a| =






a se a ∈ P

−a se − a ∈ P0 se a = 0 ,



110lembrando que P �e o 
onjunto dos elementos positivos do 
orpo F.
Definição 6.14Se α �e um ângulo formado pelas semi-retas r, r ′ que jazem em retas 
om in
lina�
~ao
m,m ′, respe
tivamente. De�ne-se tangente de α 
omo:tanα =






±
∣

∣

∣

∣

m ′ −m1+m ·m ′ ∣∣∣∣ se m ·m ′ 6= −1
∞ se m ·m ′ = −1onde �e (+) se o ângulo �e agudo e (−) se o ângulo �e obtuso.Nesta de�ni�
~ao seria ideal usar a de�ni�
~ao usual de tangente de um ângulo (
atetooposto sobre o 
ateto adja
ente), mas para ela s~ao ne
ess�arias as ra��zes quadradas e no
orpo n~ao podemos garantir que existam. Note que tanα, onde o ângulo �e agudo ouobtuso, �e um elemento do 
orpo. Mas a tangente do ângulo reto assume o valor ∞, omesmo da in
lina�
~ao das retas verti
ais.Congruên
ia de ângulos �
a traduzida, no modelo alg�ebri
o, da seguinte maneira:

Definição 6.15Dois ângulos no plano Cartesiano sobre um 
orpo ordenado F s~ao 
ongruentes seeles têm a mesma tangente, 
onsiderando-a 
omo um elemento do 
onjunto F∪ {∞}.Tendo interpretadas as no�
~oes de 
ongruên
ia de segmentos e ângulos, no modeloalg�ebri
o, quer-se mostrar que no plano 
artesiano sobre um 
orpo ordenado s~ao satis-feitos os axiomas de 
ongruên
ia de (C2) at�e (C5). Estas provas podem-se en
ontrarem [11, Hartshorne, 2000, Cap. 3℄.
Teorema 6.16Sejam F um 
orpo ordenado e F2 o plano 
artesiano asso
iado. Ent~ao F2 satisfaz osaxiomas (C2)-(C5).



111Note que (C1) n~ao �e satisfeito em um plano 
artesiano sobre um 
orpo ordenado quen~ao seja pitag�ori
o, pois 
onsidere o 
orpo Q. O segmento 
om extremos (0, 0) − (1, 1)n~ao pode ser \
opiado" sobre a semi-reta dos pontos positivos do eixo x.Para que no modelo alg�ebri
o satisfa�
a o axioma (C1), o 
orpo pre
isa 
umprir apropriedade pitag�ori
a. Isto ser�a mostrado no seguinte teorema. Re
ordemos que, pelade�ni�
~ao (5.33), um 
orpo �e pitag�ori
o quando para 
ada elemento `a' do 
orpo a raiz
√1+ a2 perten
e ao 
orpo.
Teorema 6.17Sejam F um 
orpo ordenado e F2 o plano 
artesiano asso
iado. (C1) �e v�alido se, esomente se, F for pitag�ori
o.Prova :[Id�eia℄ Suponha (C1). Considera-se o segmento de pontos extremos 
om 
oorde-nadas (0, 0) e (a, 1), suponha que existe o segmento de extremos (0, 0) e (b, 0) no eixodos x positivos. Temos que b2 = 1+ a2, logo b ∈ F⇔

√1+ a2 ∈ F e F �e pitag�ori
o.Re
ipro
amente, suponha F pitag�ori
o e 
onsidere a,b ∈ F,a 6= 0. Temos que
a2 + b2 = a2(1+ (a

b

)2)
= a2(1+ c2)
om c =

a

b
, logo √a2 + b2 = |a|

√

(1+ c2) ∈ F. Daqui dist(A,B) ∈ F. Suponha umareta l de equa�
~ao y = mx + b e A ∈ l. Quer-se obter um segmento AC da reta l talque dist(A,C) = dist ((a,ma+ b), (c,mc+ b)) = d. Assim d = |a − c|
√1+m2, logo

c = a± d√1+m2 . As duas solu�
~oes 
orrespondem aos dois lados da reta. 2Para 
ompletar esta se�
~ao se 
ontinuar�a 
om o estudo de interse�
~ao de retas e
��r
ulos, e, para que isto a
onte�
a em um plano 
artesiano sobre um 
orpo, o 
orpoordenado deve ser eu
lideano. Lembrando que a propriedades de interse�
~ao de dois
��r
ulos �e 
hamada pelo axioma (E) e a propriedade de interse�
~ao de reta e 
��r
ulo �e
hamada de (LCI), ambas enun
iadas no 
ap��tulo 2. Re
ordemos que, pela de�ni�
~ao



112(5.41), um 
orpo �e eu
lidiano quando para 
ada elemento a > 0 do 
orpo a raiz √aperten
e ao 
orpo.
Teorema 6.18Seja F2 um plano 
artesiano sobre um 
orpo ordenado F. Ent~ao as seguintes 
ondi�
~oess~ao equivalentes:(i) F2 satisfaz a propriedade de interse�
~ao 
��r
ulo-
��r
ulo (E).(ii) F2 satisfaz a propriedade de interse�
~ao reta-
��r
ulo (LCI).(iii) F �e eu
lidiano.Prova :[Id�eia℄ Suponhamos (E) e 
onsideremos um 
��r
ulo e uma reta, ao somar as suasequa�
~oes obt�em-se outro 
��r
ulo que interse
tado 
om o primeiro 
��r
ulo tem as mesmasinterse�
~oes que o primeiro 
��r
ulo e a reta. Portanto (LCI) se 
umpre.Suponhamos (LCI) e 
onsideremos a ∈ F,a > 0, O = (0, 0), A = (a, 0), A ′ =

(a + 1, 0). Sejam o 
��r
ulo de 
entro (12(a+ 1), 0) e raio 12(a + 1), a reta verti
al
l : x = a. Temos que A est�a no interior do 
��r
ulo, por (LCI), logo existe B nainterse�
~ao da reta e o 
��r
ulo, B = (a,√a), portanto √a ∈ F e F �e eu
lidiano.Suponamos F eu
lidiano e 
onsideremos dois 
��r
ulos, a diferen�
a das suas equa�
~oesobt�em-se uma equa�
~ao linear, logo resolvendo uma das equa�
~oes do 
��r
ulo 
om aequa�
~ao linear obt�em-se uma de segundo grau, seja ela y = ax2 +bx+ c, resolvendo ela�e usado o fato que F �e eu
lidiano, e obt�em-se que a 
oordenada y tem no m�aximo duassolu�
~oes, pelo que x poder�a ter no m�aximo dois valores. Assim, �e satisfeito (E). 2Note que este teorema mostra que (E) e (LCI) s~ao equivalentes em um plano 
arte-siano sobre um 
orpo eu
lidiano ordenado.At�e aqui temos mostrado que os axiomas de in
idên
ia, ordem e os axiomas de
ongruên
ia (C1) at�e (C5) s~ao satisfeitos no modelo alg�ebri
o que temos 
onstruido, ou



113seja em um plano 
artesiano sobre um 
erto 
orpo ordenado. Aqui mostraremos queo axioma de 
ongruên
ia (C6), 
ongruên
ia de triângulo LAL, tamb�em �e v�alido nestemodelo.Completando-se a prova de que todos os axiomas de Hilbert s~ao satisfeitos no plano
artesiano sobre um determinado 
orpo, teremos que os axiomas para o plano de Hilberts~ao v�alidos no modelo alg�ebri
o que 
onstruimos. Para tal mostraremos que existemsu�
ientes movimentos r��gidos, em um plano 
artesiano sobre um 
orpo pitag�ori
o, talque o m�etodo de superposi�
~ao de Eu
lides fun
ione, ent~ao assim ser�a v�alido (C6). Pois
omo no 
ap��tulo 3 foi mostrado que em um plano quase de Hilbert a existên
ia desu�
ientes movimentos r��gidos �e equivalente ao axioma (C6).No seguinte teorema, ser�a mostrado que (MRS), de�nido no 
ap��tulo 3, �e v�alido emum plano 
artesiano sobre um 
orpo Pitag�ori
o ordenado.
Teorema 6.19Sejam F um 
orpo Pitag�ori
o ordenado e F2 o plano 
artesiano asso
iado. Ent~ao(MRS) �e v�alido em F2.Prova :[Id�eia℄ Considere-se o plano F2 
om 
oordenadas (x,y), e as transforma�
~oes de

F2 de�nidas por fun�
~oes de x e y. A ideia �e mostrar que existem movimentos r��gidose que h�a su�
ientes deles para mostrar 
ada movimento r��gido de�nidos 
omo (MRS)(ver [11, Hartshorne, 2000, p.151-153℄).Para (I) (Para 
ada dois pontos A,A ′ ∈ F2, existe um movimento r��gido ϕ ∈ G talque ϕ(A) = A ′). Considera-se a fun�
~ao transla�
~ao τ de�nida por:





x ′ = x+ a

y ′ = y+ bPara (II) (Para 
ada três pontos O,A,A ′ ∈ F2, existe um movimento r��gido ϕ ∈ G



114tal que ϕ(O) = O e ϕ leva a semi-reta −−→OA �a −−→OA ′). Considera-se a fun�
~ao rota�
~ao ρde�nida por: 




x ′ = cx− sy

y ′ = sx + cyonde c, s ∈ F e c2 + s2 = 1.Para (III) (Para 
ada reta l, existe um movimento r��gido ϕ ∈ G tal que ϕ(P) = Ppara todo P ∈ l e ϕ inter
ambia os dois lados do plano em rela�
~ao a l). Com a 
omposta
(ρ ◦ τ) fazemos 
oin
idir o eixo da re
ex~ao 
om o eixo x. Assim 
onsidera-se a fun�
~ao
σ de�nida por: 





x ′ = x

y ′ = −y�E poss��vel mostrar que τ, ρ e σ satisfazem as 
in
o 
ondi�
~oes da de�ni�
~ao de movi-mento r��gido (3.1), portanto elas s~ao movimentos r��gidos. Al�em, de que τ, ρ e σ s~aoequivalentes as 
ondi�
~oes (I), (II) e (III), respe
tivamente, do (MRS) da existen
ia desu�
ientes movimentos r��gidos. 2Note que neste teorema, al�em de mostrar que (MRS II) �e v�alido, temos que para
ada tangente do ângulo no plano, existem o 
oseno e o seno desse ângulo. Este teoremanos diz que basta ter um plano 
artesiano, sobre um 
orpo Pit�agori
o ordenado, paraque existam movimentos r��gidos, e portanto tamb�em seja v�alido (C6). Assim, nesteplano todos os axiomas de Hilbert s~ao satisfeitos. O teorema a seguir expli
ita isto.
Teorema 6.20Se F �e um 
orpo ordenado Pitag�ori
o, ent~ao o plano F2 �e um plano de Hilbert satis-fazendo o axioma das paralelas (P). Ent~ao o plano F2 ser�a Eu
lideano se e somentese F �e Eu
lideano.Prova : J�a foram veri�
ados os axiomas de in
idên
ia e o axioma das paralelas em



115um plano sobre um 
orpo qualquer, os axiomas de ordem em um plano sobre um
orpo ordenado, os axiomas de 
ongruên
ia em um plano sobre um 
orpo Pitag�ori
o.E tamb�em veri�
ou-se que para que o plano seja Eu
lideano �e 
ondi�
~ao ne
ess�aria esu�
iente que o 
orpo seja Eu
lideano. 2



Caṕıtulo 7

Modelos Algébricos para Geometrias

não Arquimedianas

No universo de todos os planos de Hilbert, podemos desta
ar três 
onjuntos disjuntosde planos que �
am 
ara
terizados segundo a hip�otese sobre a natureza dos ângulos dotopo nos quadril�ateros de Sa

heri que 
onsideremos. Assim, podemos ter:
• Plano de Hilbert munido 
om a hip�otese do ângulo agudo, que 
hamamos de Planode Hilbert Semi-Hiperb�oli
o.
• Plano de Hilbert munido 
om a hip�otese do ângulo reto, que 
hamamos de Planode Hilbert Semi-Eu
lidiano.
• Plano de Hilbert munido 
om a hip�otese do ângulo obtuso, que 
hamamos dePlano de Hilbert Semi-El��pti
o.Entendemos por geometrias ou planos Arquimedianos �as geometrias ou planos quein
orporam o seguinte axioma em seu repert�orio:

116
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(A) (Axioma de Arquimedes) Seja A1 um ponto arbitr�ario sobre uma reta entre ospontos arbitrariamente dados A e B; 
onstruam-se, ent~ao, os pontos A2,A3,A4, . . .de forma que A1 esteja entre A e A2, A2 entre A1 e A3, A3 entre A2 e A4, et
. . . eos segmentos AA1, A1A2, A2A3, A3A4, . . . sejam todos 
ongruentes. Ent~ao existesempre na seq�uên
ia A2,A3,A4, . . . um ponto An tal que B esteja entre A e An.Em outras palavras: dados dois segmentos AB e CD em uma geometria, ent~aosempre �e poss��vel obter um m�ultiplo de CD que seja maior que AB.Como nosso objetivo �e estudar geometrias n~ao Arquimedianas, estudaremos o planode Hilbert a
res
entando ao 
onjunto de 13 axiomas a nega�
~ao do axioma (A) de Ar-quimedes. No nosso universo de Planos de Hilbert, ao ser in
orporado o axioma (A),�
a des
artado o Plano de Hilbert semi-el��pti
o, de a
ordo 
om o Teorema de Sa

heri-Legendre(1). Se 
onsider�assemos o axioma (P) de paralelismo de Playfair estar��amos
onsiderando s�o uma regi~ao do plano semi-eu
lidiano. Uma forma de representar estasitua�
~ao �e o seguinte esquema:

Semi-Hiperb�oli
o
Semi-Eu
lidiano

Semi-El��pti
o

Universo de todos os Planos de Hilbert
(A)

(P)

(I)

(III)
(II)

Figura 7.1: \Regi~oes" do Universo de Planos de Hilbert(1)Teorema Sa

heri-Legendre: A soma dos três ângulos de um triângulo n~ao pode ex
eder a doisângulos retos. [16, Legendre, 2009, p.39℄



118Podemos nos dar 
onta de que o plano eu
lidiano, utilizado na geometria Eu
lidiana,�e sub
onjunto pr�oprio da regi~ao que representa a interse�
~ao entre os axiomas (A) e (P).Nosso interesse �e estudar, nas se�
~oes seguintes, atrav�es de modelos alg�ebri
os 
ertas\regi~oes" do Universo de todos os planos de Hilbert. As regi~oes que nos interessa estudars~ao:
• Plano de Hilbert semi-eu
lidiano munido de (P) e negando (A): regi~ao (I).
• Plano de Hilbert semi-eu
lidiano negando (P) e negando (A): regi~ao (II).
• Plano de Hilbert semi-el��pti
o negando (A): regi~ao (III).No 
ap��tulo anterior 
on
lu��mos que, se um 
orpo ordenado F �e pitag�ori
o, o plano
artesiano a ele asso
iado �e um plano de Hilbert satisfazendo o axioma (P). Agoratomemos F um 
orpo ordenado pitag�ori
o n~ao arquimediano; o plano 
artesiano F2asso
iado �e um plano de Hilbert que satisfaz (P), mas n~ao satisfaz (A), pois basta
onsiderar os segmentos AB, AC onde A = (0, 0), B = (1, 0) e C = (t, 0): por maisvezes que somemos o segmento AB 
om ele mesmo, nun
a ex
ederemos o segmento

AC. Al�em disso, no plano 
artesiano F2, a soma dos ângulos internos de um triânguloqualquer �e igual a dois ângulos retos (2R), j�a que o axioma (P) �e v�alido (ver teorema2.44). Ent~ao j�a temos o nosso modelo alg�ebri
o para o Plano de Hilbert semi-eu
lidianomunido de (P) e negando (A) (regi~ao (I)).
7.1 Plano de Hilbert semi-euclidiano negando (P) e

negando (A) (região (II))A id�eia �e mostrar que o plano de Hilbert semi-eu
lidiano negando (P) e negando (A)pode ser modelado por um sub
onjunto de pontos, bem determinados, do plano 
arte-siano F2, onde F �e um 
orpo ordenado pitag�ori
o n~ao arquimediano.



119Antes de apresentar o 
onjunto de pontos que 
onsideraremos, de�niremos algumasno�
~oes que nos ser~ao �uteis.Lembremos que todo 
orpo ordenado F 
ont�em um sub
orpo isomorfo a Q (vejase�
~ao 5.1) e, em parti
ular, este sub
orpo 
ont�em uma 
�opia de Z.
Definição 7.1Sejam F um 
orpo ordenado n~ao arquimediano e a ∈ F. Diremos que o elemento a�e �nitamente limitado (f.l.) se, existe um inteiro positivo n do 
orpo F (n ∈ Z+

F
)tal que −n < a < n. Diremos que o elemento a �e in�nitesimal se, para todo inteiropositivo n do 
orpo F, tivermos −

1
n
< a <

1
n
. E o elemento a �e in�nito se, paratodo inteiro positivo n do 
orpo F, tivermos |a| > n.Algumas propriedades imediatas de elementos �nitamente limitados s~ao as seguintes:

Teorema 7.2Sejam F um 
orpo ordenado n~ao arquimediano e a,b ∈ F.(i) Se a, b s~ao f.l. ent~ao a+ b �e f.l. A re
��pro
a s�o vale se a · b > 0.(ii) Se a, b s~ao f.l. ent~ao a · b �e f.l.(iii) Se a �e f.l. ent~ao a2 �e f.l.(iv) Se a > 0 �e f.l. ent~ao se √a ∈ F, temos que √a �e f.l.(v) Se a n~ao �e f.l. ent~ao 1
a
�e f.l. Mais do que isso 1

a
�e in�nitesimal.Do mesmo modo que de�nimos elemento �nitamente limitado, agora de�niremosponto �nitamente limitado.
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Definição 7.3(Ponto Finitamente limitado) Seja F um 
orpo ordenado pitag�ori
o n~ao arqui-mediano. Diremos que o ponto A ∈ F2 �e �nitamente limitado (f.l.) se a distân
iado ponto A �a origem O (d(A,O))(2) �e �nitamente limitada.Observe que podemos ter a distân
ia entre dois pontos f.l. e isto n~ao impli
a que ospontos o sejam. Por exemplo, 
onsiderar os pontos A = (t, 1), B = (t−1, 1), temos que

d(A,B) =√(t− (t− 1))2 + (1− 1)2 = √12 = 1;aqui a distân
ia �e f.l., mas os pontos n~ao o s~ao.No entanto, a re
��pro
a vale: �e poss��vel mostrar que, se um ponto A �e �nitamentelimitado, ent~ao suas 
oordenadas s~ao �nitamente limitadas. A prova deriva diretamentedas de�ni�
~oes de elemento e ponto �nitamente limitados.
Teorema 7.4Sejam F um 
orpo ordenado pitag�ori
o n~ao arquimediano e A = (xA,yA) ∈ F2. Oponto A �e f.l. se, e somente se, xA, yA s~ao f.l.Note que o 
onjunto dos elementos �nitamente limitados de F n~ao �e um sub
orpode F, pois os elementos in�nitesimais n~ao têm inversos em tal 
onjunto.No in��
io da se�
~ao men
ionamos que gostar��amos de obter um 
onjunto bem de-terminado de pontos de F2 que representem 
omo modelo a geometria semi-eu
lidiananegando os axiomas (A) e (P). Queremos mostrar que o 
onjunto de todos os pontos�nitamente limitados de F2, 
om F pitag�ori
o n~ao arquimediano, �e a interpreta�
~ao queestamos pro
urando para nossa geometria.(2)Distân
ia entre dois pontos, tal 
omo foi de�nida no 
ap��tulo 6.
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Definição 7.5Seja Π0 o 
onjunto de todos os pontos �nitamente limitados de F2, 
om F pitag�ori
on~ao arquimediano.

Π0 = {
P ∈ F2 | d(P,O) seja �nitamente limitada} .A id�eia �e mostrar que Π0 �e um plano de Hilbert semi-eu
lidiano n~ao arquimediano,no qual vale a nega�
~ao do axioma (P). Para isto, pre
isamos provar que em Π0 s~aosatisfeitos os axiomas de Hilbert (I1)-(I3), (B1)-(B4), (C1)-(C6) e n~ao s~ao satisfeitos osaxiomas (A) nem (P), al�em de mostrar que a soma dos ângulos internos de um triângulo�e igual a 2R.Antes de 
ome�
armos a mostrar que os axiomas s~ao satisfeitos, iremos de�nir o queentendermos por reta em Π0.

Definição 7.6

l0 �e uma reta em Π0 se existe uma reta l de F2 tal que
l0 = l ∩ Π0 = {P ∈ l | P seja f.l.} 6= ∅.

l0 ⊂ Π0 l ⊂ F2
Figura 7.2: Reta em Π0Pela de�ni�
~ao anterior, temos que uma reta qualquer em Π0 deve possuir pelo menos



122um ponto. Gostar��amos de 
onstruir pelo menos mais um ponto. O seguinte lema nosdiz que se temos uma reta l0 ⊂ Π0, um ponto A ∈ l0 e uma distân
ia δ �nitamentelimitada, ent~ao �e poss��vel 
onstruir mais dois pontos, um a 
ada lado da reta em rela�
~aoao ponto A.
Lema 7.7Sejam l0 ⊂ Π0, δ > 0 ∈ F f.l., A = (xA,yA) ∈ l0. Ent~ao existem os pontos P1 e P2em l0 tais que d2(A,P1) = d2(A,P2) = δ2.Prova : Sendo l0 ⊂ Π0, ent~ao existe l ⊂ F2 tal que l0 = l ∩ Π0. Temos dois 
asos, se l �everti
al e se l n~ao for verti
al.Queremos 
onstruir pelo menos um ponto P = (xP,yP) ∈ l0 tal que d2(A,P) = δ2.Ent~ao mostraremos que ele existe e que as suas 
oordenadas s~ao �nitamente limitadas.Se l �e verti
al, temos que l : x = c, onde c ∈ F e c �e f.l. �E trivial ver que (c,yA± δ)
ujas 
oordenadas s~ao f.l. s~ao os dois pontos desejados.Se l n~ao for verti
al, tomemos l : y = mx + n, 
om m, n ∈ F. Al�em disso, 
omo
A �e f.l., ent~ao xA, yA s~ao f.l., tamb�em yA = mxA + n, pois A ∈ l0.Se P ∈ l0, ent~ao P ∈ l, portanto yP = mxP + n. Agora, se d2(A,P) = δ2 temos

(xP − xA)
2 + (yP − yA)

2 = δ2
omo δ �e f.l. ent~ao δ2 �e f.l. e (xP − xA)
2, (yP − yA)

2 > 0 ent~ao (xP − xA)
2 e (yP − yA)

2s~ao f.l.
(xP − xA)

2 + (yP − yA)
2 = δ2 ⇒ (xP − xA)

2 + (mxP + n − (mxA + n))2 = δ2
⇒ (xP − xA)

2 = δ21+m2 .Como (xP − xA)
2 �e f.l. ent~ao δ21+m2 tamb�em �e f.l. e 
omo �e positivo, ent~ao temos que



123
δ√1+m2 �e f.l. Portanto: |xP − xA| =

δ√1+m2 �e f.l.Temos dois 
asos, que 
orrespondem aos dois lados da reta em rela�
~ao ao ponto A.
xP = xA +

δ√1+m2 ou xP = xA −
δ√1+m2Como xA e δ√1+m2 s~ao f.l. ent~ao xP �e f.l. Ent~ao agora basta mostrar que yP �e f.l.Se xP = xA ±

δ√1+m2 temos que:
yP = mxP + n = m

(

xA ±
δ√1+m2) + n = mxA ±

δm√1+m2 + n

= mxA + n± δm√1+m2 = yA ±
δm√1+m2 .Como yA �e f.l. basta mostrar que δm√1+m2 �e f.l. Temos dois 
asos: quando m �e f.l. equando n~ao �e f.l.

• Se m �e f.l.: 
omo δ√1+m2 �e f.l. e m tamb�em �e f.l. ent~ao δm√1+m2 �e f.l.
• Se m n~ao �e f.l.: 
omo δ �e f.l. queremos que m√1+m2 seja f.l.Temos a seguinte igualdade |m|√1+m2 =

1
√1+ 1

m2 . Como 1 < √1+ 1
m2 < 2ent~ao 12 < 1

√1+ 1
m2 < 1. Assim |m|√1+m2 �e f.l. e portanto m√1+m2 tamb�em �ef.l. que �e o que quer��amos.Portanto, δm√1+m2 �e f.l. e yP = yA ±

δm√1+m2 �e f.l. Assim mostramos que as 
oorde-nadas do ponto P s~ao f.l. e d2(A,P) = δ2.



124Assim, podemos 
ara
terizar dois pontos:
P1 = (xA +

δ√1+m2 , yA +
δm√1+m2)

P2 = (xA −
δ√1+m2 , yA −

δm√1+m2) ,que s~ao os pontos que est~ao a ambos os lados da reta l0 
om respeito ao ponto A een
ontram-se a uma distân
ia dada δ dele, �nitamente limitada. 2Com o lema que a
abamos de mostrar, podemos garantir que sempre �e possivel
onstruir a partir de um ponto e uma distân
ia dada f.l. outros dois pontos, um a 
adalado da reta em rela�
~ao ao ponto dado.Agora, vamos mostrar que o nosso 
onjunto Π0 de pontos �e um plano de Hilbertsemi-eu
lidiano n~ao arquimediano. Ent~ao temos que mostrar que os axiomas de Hilberts~ao satisfeitos, mas os axiomas (A) nem (P) n~ao s~ao satisfeitos.Para mostrar que n~ao satisfaz (A), 
onsideremos os segmentos AB e AC, onde A =

(0, 0), B =

(1
t
, 0) e C = (1, 0). Por mais vezes que somemos AB 
om ele mesmo, nun
avamos ultrapassar o segmento AC.Para mostrar que (P) n~ao �e satisfeito, 
onsidere as retas eixo−x, L1 e L2 de equa�
~oes:

L : y = 0; L1 : y =
1
t
x + 1 L2 : y = −

1
t
x + 1e l = L ∩ Π0, l1 = L1 ∩ Π0 e l2 = L2 ∩ Π0.Notemos que as retas l1 e l2, que possuem o ponto (0, 1) em 
omum, s~ao paralelasao eixo−x, dado que L ∩ L1 = {(−t, 0)} n~ao �e um ponto no modelo e L ∩ L2 = {(t, 0)}tamb�em n~ao �e.Para mostrar que Π0 �e um plano semi-eu
lidiano, 
onsideremos um triângulo△ABC
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(t, 0)(−t, 0)

(0, 1)
b

O

l2l1
b b

b

Figura 7.3: Π0 n~ao satisfaz (P)em Π0. Como Π0 ⊂ F2 ent~ao △ABC ⊂ F2, e aqui a soma dos ângulos internos de umtriângulo qualquer �e igual a dois ângulos retos. Pelo que Π0 �e um plano de Hilbertsemi-eu
lidiano.Agora, vamos mostrar que Π0 �e um plano de Hilbert.
Teorema 7.8

Π0 satisfaz os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4), (C1)-(C6).Prova : (I1): Dados os pontos A, B ∈ Π0, eles determinam uma �uni
a reta em Π0. Poisse determinassem mais de uma reta em Π0 o mesmo a
onte
eria em F2, j�a que Π0 ⊂ F2.
(I2): Se l ⊂ Π0 �e uma reta, existe pelo menos um ponto A ∈ l, pela de�ni�
~ao (7.6).O outro ponto pode ser obtido pela apli
a�
~ao do lema (7.7), bastando arbitrar umadistân
ia δ �nitamente limitada.
(I3): Basta 
onsiderar os pontos (0, 0), (1, 0) e (0, 1).
(B1), (B3): Seguem diretamente da maneira 
omo foi traduzida a rela�
~ao \estar entre"em F2 (
ap��tulo 6).
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(B2): De
orre diretamente da apli
a�
~ao do lema (7.7): dados a reta l ⊂ Π0 e os pontos
A, B ∈ l. Tomando δ = d(A,B) obtemos os pontos C1 e C2 tais que d(C1,B) =

d(C2,B) = δ = d(A,B). Um dos pontos C1 ou C2 ser�a distinto de A e portanto o outroponto satisfaz A ∗ B ∗ C.
(B4): Dados o triângulo △ABC ⊂ Π0 e a reta l ⊂ Π0 que n~ao 
ont�em nenhum dosv�erti
es do triângulo e en
ontra o segmento AB no ponto D. Temos que em F2 a reta
l en
ontra um dos lados do triângulo al�em do segmento AB. Ent~ao basta mostrar quese P0, P1, P2 ∈ F2 tais que P0 ∗ P1 ∗ P2 e P0, P2 ∈ Π0 ent~ao P1 ∈ Π0. Mas este resultadoderiva diretamente de 
omo foi de�nida a rela�
~ao de \estar entre".
(C1): De
orre diretamente da apli
a�
~ao do lema (7.7): dados os segmentos AB e umasemi-reta −→CD, tomando δ = d(A,B), obtemos os pontos E1 e E2 na reta ←→CD tais que
d(E1,C) = d(E2,C) = δ = d(A,B). Um dos pontos E1 ou E2 perten
er�a �a semi-reta −→CD.
(C2)-(C3): Segue diretamente da maneira 
omo foi estabele
ida a rela�
~ao 
ongruên
iaentre segmentos.
(C4): Este axioma vale desde que o axioma (I2) seja satiasfeito para semi-retas. Ouseja, basta 
onstruir um ponto em Π0 que esteja na mesma semi-reta do ângulo em F2,mas pelo lema (7.7) �e poss��vel determinar esse ponto.
(C5): De
orre diretamente da maneira 
omo foi traduzida a rela�
~ao de 
ongruên
iaentre ângulos.
(C6): De
orre diretamente da 
ongruên
ia de triângulos em F2. Pois dados os triângulos
△ABC, △DEF ambos em Π0, tais que AB ∼= DE, ∠ABC ∼= ∠DEF e BC ∼= EF. Comoambos os triângulos tamb�em perten
em a F2, ent~ao eles s~ao 
ongruentes.Logo Π0 �e um plano de Hilbert. 2
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7.2 Plano de Hilbert semi-eĺıptico negando (P) e ne-

gando (A) (região (III))A id�eia �e mostrar que o plano de Hilbert semi-el��pti
o negando (P) e negando (A) podeser modelado por um sub
onjunto de pontos, bem determinados, de uma esfera de F3
entrada na origem e raio t, onde F �e um 
orpo ordenado eu
lidiano n~ao arquimedianoe t ∈ F, t > 0, um elemento in�nito positivo 
omo de�nido em (7.1).Sabemos, da geometria esf�eri
a, que a soma dos ângulos internos de qualquer triân-gulo �e maior que dois ângulos retos. Da��, a es
olha de um sub
onjunto da superf��
ieesf�eri
a para modelar esta geometria. Al�em disso, sabemos tamb�em que, na geometriaesf�eri
a, n~ao existem \retas" paralelas, onde o termo reta deve ser entendido 
omoqualquer 
��r
ulo m�aximo da esfera. A es
olha de um sub
onjunto adequado de pontosnos permitir�a ter in�nitas paralelas a uma reta por um ponto exterior.Analogamente ao feito na se�
~ao anterior, diremos que um ponto C = (xC,yC, zC) ∈
F3 �e um ponto �nitamente limitado se a distân
ia �a origem, d(O,C), for �nitamentelimitada. Al�em disso, do mesmo modo que em F2, �e poss��vel mostrar que um ponto
C ∈ F3 �e f.l. se, e somente se, as suas 
oordenadas s~ao f.l.Os pontos de esfera integram o 
onjunto

EtO =

{(

xP,yP,±√t2 − x2P − y2P) ∈ F3 | (xP,yP) ∈ F2 e x2P + y2P 6 t2} ,
omo ilustrado na �gura 7.4.Dentre os pontos das esfera EtO desta
amos aqueles que estejam a uma distân
ia�nitamente limitada do p�olo norte N = (0, 0, t). Entretanto, em nosso modelo, apenasum sub
onjunto da superf��
ie esf�eri
a ser�a utilizado, notadamente os do hemisf�eriosuperior.
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x

y

z

P =
(

xP,yP,√t2 − x2P −y2
P

)

t

O
b

b

Figura 7.4: Ponto na esfera de 
entro na origem e raio tEm primeiro lugar, vamos mostrar uma propriedade rela
ionando elementos �nita-mente limitados 
om o raio da esfera.
Teorema 7.9Sejam F um 
orpo eu
lidiano n~ao arquimediano, x, y ∈ F, ambos f.l. e t > 0 ∈ F umelemento in�nito de F. Ent~ao o elemento t−√t2 − x2 − y2 �e tamb�em f.l.Prova : Se x, y s~ao f.l. ent~ao existe n ∈ Z+

F
tal que −n <

{
x

y

}

< n. Daqui temos que
−2n2 < −x2 − y2 < 2n2. Portanto t2 − 2n2 < t2 − x2 − y2 < t2 + 2n2, ent~ao0 < t2 − x2 − y2 < t2 + 4n2 e 0 <√t2 − x2 − y2 < √t2 + 4n2 < √t2 +√4n2 = t+ 2n,daqui temos que −t− 2n < −

√
t2 − x2 − y2. Limitando obtemos

−t− 2n < −
√

t2 − x2 − y2 < −
∣

∣

∣

√
t2 −√x2 + y2∣∣∣ = −t+

√

x2 + y2.Assim,
−2n < t−√t2 − x2 − y2 <√x2 + y2 < |x| + |y| < n+ n = 2n.Pelo que t−√t2 − x2 − y2 �e f.l. 2Um fato interessante que nos diz este resultado �e que se um ponto P ∈ EtO, 
om

P = (xP,yP,√t2 − x2P − y2P) onde xP, yP s~ao f.l., ent~ao o ponto (N − P) �e f.l. Assim



129temos que d2(O,N− P) �e f.l. Daqui podemos 
on
luir que:
d2(O,N− P) = (0− xP)2 + (0− yP)2 + (t−√t2 − x2P − y2P)2

= d2(N,P).Portanto todos os pontos P 
om 
oordenadas xP e yP f.l. se en
ontram a uma distân
iaf.l. do ponto N, que 
hamamos de p�olo norte. Ent~ao j�a temos 
ara
terizados os pontosque vamos 
onsiderar.
Definição 7.10Seja Π1 o 
onjunto de todos os pontos P =

(

xP,yP,√t2 − x2 − y2) ∈ EtO tais que
d2 = (N,P) seja f.l.

Π1 = {
P ∈ EtO | d2(N,P) �e f.l.} .Da de�ni�
~ao do 
onjunto Π1 podemos inferir que se um ponto P ∈ Π1, ent~ao seuant��podo (−P) n~ao estar�a nele. Ent~ao 
omo na geometria esf�eri
a (ver [19, Ryan, 1986℄)se 
onsidera o ponto P e o ponto −P 
omo s�o um, temos que na regi~ao de pontos quequeremos estudar Π1 �
am des
artados os pontos ant��podos dos pontos da regi~ao.Queremos mostrar que Π1 �e um plano de Hilbert semi-el��pti
o n~ao arquimediano.Ou seja temos que mostrar que Π1 satisfaz os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4), (C1)-(C6),mas n~ao satisfaz (A) nem (P).Antes de 
ome�
ar a mostrar que os axiomas s~ao satisfeitos, vamos de�nir o queentenderemos por reta em Π1. Sabemos da geometria esf�eri
a que retas s~ao 
��r
ulosm�aximos e que, em parti
ular, uma esfera 
entrada na origem, as retas, s~ao interse�
~aoda esfera 
om planos que 
ontêm a origem. Assim, diremos que uma reta l na esfera

EtO �e o 
onjunto
{
X ∈ EtO | 〈X, ξ〉 = 0(3) 
om ξ ∈ EtO �xo}



130O ponto ξ �e 
hamado p�olo da reta l.
Definição 7.11

l1 �e uma reta em Π1 se existe uma reta l de EtO tal que
l1 = l ∩ Π1 = {

P ∈ l | d2(N,P) seja f.l.} 6= ∅.Seja ξ = (a,b, c) p�olo de l, para que ponto P = (xP,yP, zP) ∈ EtO perten�
a �a reta
l1, ent~ao se devem satisfazer as seguintes equa�
~oes:

axP + byP + c
√

t2 − x2 − y2 = 0 e x2P + y2P + z2P = t2.Notemos que ξ n~ao �e ne
essariamente um ponto de Π1. Um exemplo disso �e se
onsideramos ξ = (0, t, 0), ent~ao os pontos da reta onde ξ �e p�olo s~ao da forma P =
(

xP, 0,√t2 − x2P). Agora para todos os xP �nitamente limitados, o ponto P perten
e �areta do modelo.Como foi de�nida l1, temos que uma reta no modelo possui pelo menos um ponto.Gostar��amos de 
onstruir pelo menos mais um ponto. O seguinte lema nos diz que setemos uma reta l1 ⊂ Π1, um ponto A ∈ l1 e uma distân
ia δ �nitamente limitada, ent~ao�e poss��vel 
onstruir mais dois pontos, um a 
ada lado da reta em rela�
~ao ao ponto A.
Lema 7.12Sejam l1 ⊂ Π1, δ > 0 ∈ F f.l., A = (xA,yA, zA) ∈ l1. Ent~ao existem os pontos P1 e
P2 em l1 tais que d2(A,P1) = d2(A,P2) = δ2.Prova : Sendo l1 ⊂ Π1, ent~ao existe l ⊂ EtO tal que l1 = l∩Π1. Seja ξ = (a,b, c) ∈ EtOo p�olo da reta l tal que 〈A, ξ〉 = 0.(3)〈, 〉 : F3 → F Produto es
alar 
omo de�nido na �Algebra Linear.



131Queremos 
onstruir pelo menos um ponto P = (xP,yP, zP) ∈ l1 ⊂ EtO tal que
d2(A,P) = δ2. Ent~ao mostraremos que ele existe e que d2(P,N) �e f.l.Se o ponto P existe, ent~ao deve-se 
umprir:

〈ξ,P〉 = 0 ⇒ axP + byP + czP = 0
P ∈ EtO ⇒ x2P + y2P + z2P = t2
d2(A,P) = δ2 ⇒ (xP − xA)

2 + (yP − xA)
2 + (zP − zA)

2 = δ2En
arar estas equa�
~oes tais 
omo est~ao expostas poderia resultar algo trabalhoso, ent~aore
orremos �a �algebra linear e o 
onhe
ido de movimentos r��gidos (ver [19, Ryan, 1986℄).A id�eia �e usar uma tranforma�
~ao linear T que seja uma isometria tal que possamos anularuma das 
oordenadas, por exemplo fazer z = 0, ou seja transportar um problema doespa�
o para o plano XY.Primeiro 
onsideraremos uma transforma�
~ao T1. Para que ela seja uma isometriabasta levar uma base ortogonal em outra base ortogonal. Assim, tomaremos T1 tal que
T1(ξ) = (0, 0, t), T1(A) = (x ′A,y ′A, 0) e T1 =

(

ξ×A
t

)

= (u, v, 0). Depois 
onsiderare-mos T2 tal que T2(N) = (0, 0, t), T2((x ′A,y ′A, 0)) = (t, 0, 0) e T2((u, v, 0)) = (0, t, 0).

y

x

z

O b

ξ

b
N

T1 bA

b

T1(A)

T1
T2

T2
T2(T1(A)) = (t, 0, 0)

b

(0, t, 0)
lFigura 7.5: Transforma�
~ao T = T2 ◦ T1
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~ao T1 faz girar a esfera de tal modo que o p�olo ξda reta l seja levado no p�olo norte, e os pontos A e (ξ×A
t

) re
aem no plano XY. Atransforma�
~ao T2 faz girar a esfera em torno do eixo-z, de modo que A 
oin
ida 
om
(t, 0, 0) e (ξ×A

t

) 
om (0, t, 0).Vamos 
onsiderar a tranforma�
~ao T = T2 ◦ T1. Ela leva uma base ortogonal em outraortogonal, pois:
T(ξ) = (0, 0, t); T(A) = (t, 0, 0); T

(

ξ×A
t

)

= (0, t, 0)Depois de apli
ar a transforma�
~ao T temos que T(P) = (xP,yP, zP). Assim, as equa�
~oes�
am:
tzP = 0
xP

2 + yP2 + zP2 = t2
(xP − t)2 + yP2 + zP2 = δ2Daqui temos que, xP2 + yP2 = t2 e (xP − t)2 + yP2 = δ2. Resolvendo o sistema temosque:

xP = t−
δ22t e yP = ±δ

√1− δ24t2Assim temos que
T(P) =

(

t−
δ22t , ±δ√1− δ24t2 , 0)Gostar��amos de determinar quais s~ao as 
oordenadas do ponto P, para isso �e ne
ess�ario
onhe
er a transforma�
~ao inversa de T : T−1. Mas temos que T−1((t, 0, 0)) = A,

T−1((0, t, 0)) =

(

ξ×A
t

) e T−1((0, 0, t)) = ξ. Portanto T−1(e1) =
A

t
, T−1(e2) =

(

ξ×A
t2 ) e T−1(e3) = ξ

t
. Assim:
T−1
(e1,e2,e3) = 



xA

t

bzA − cyA

t2 a

t
yA

t

cxA − azA

t2 b

t
zA

t

ayA − bxA

t2 c

t












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(e1,e2,e3) �e a matriz asso
iada �a transforma�
~ao T−1 na base (e1, e2, e3). Neste 
aso,a base �e a 
anôni
a.Daqui temos que o ponto P �e da forma:

P = T−1 (T(P)) = 






xA −
xAδ

22t2 ± (bzA − cyA)δ

t2 √1− δ24t2
yA −

yAδ
22t2 ± (cxA − azA)δ

t2 √1− δ24t2
zA −

zAδ
22t2 ± (ayA − bxA)δ

t2 √1− δ24t2
















�E fa
il mostrar que 〈P, ξ〉 = 0, x2P + y2P + z2P = t2 e que d2(A,P) = δ2. Agorapara mostrar que d2(N,P) �e �nitamente limitada, basta observar que 0 < d2(N,P) <
d2(N,A) +d2(A,P), 
omo A ∈ Π1, ent~ao d2(N,A) �e f.l. Portanto d2(N,P) �e menor queuma soma de elementos f.l.; pelo que o ponto P perten
e a Π1.Assim, podemos 
ara
terizar dois pontos:

P1 = 






xA −
xAδ

22t2 +
(bzA − cyA)δ

t2 √1− δ24t2
yA −

yAδ
22t2 +

(cxA − azA)δ

t2 √1− δ24t2
zA −

zAδ
22t2 +

(ayA − bxA)δ

t2 √1− δ24t2
















P2 = 






xA −
xAδ

22t2 −
(bzA − cyA)δ

t2 √1− δ24t2
yA −

yAδ
22t2 −

(cxA − azA)δ

t2 √1− δ24t2
zA −

zAδ
22t2 −

(ayA − bxA)δ

t2 √1− δ24t2














Que s~ao os pontos que est~ao em ambos os lados da reta l1 
om respeito ao ponto A een
ontram-se a uma distân
ia dada δ dele. 2Com o lema que a
abamos de mostrar, podemos garantir que sempre �e poss��vel, em
Π1, 
onstruir a partir de um ponto dado e uma distân
ia dada f.l. outros dois pontos,
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ada lado da reta em rela�
~ao ao ponto dado.Agora, do mesmo modo 
omo �zemos na se�
~ao anterior, vamos mostrar que o 
on-junto Π1 �e um plano de Hilbert semi-el��pti
o n~ao arquimediano. Ent~ao temos quemostrar que os axiomas de Hilbert s~ao satisfeitos, mas os axiomas (A) e (P) n~ao. Masantes de mostrar isto, interpretaremos para nosso modelo as rela�
~oes de in
idên
ia, estarentre e 
ongruên
ia do Plano de Hilbert.Sejam os pontos todos distintos A, B, C, D, E, F ∈ Π1 ⊂ EtO, a reta l1 ⊂ Π1 
omp�olo ξ ∈ EtO. Como j�a vimos, ξ n~ao perten
e ne
essariamente a Π1.Rela
�~ao de In
idên
ia:Um ponto A ∈ l1 se, e somente se, 〈A, ξ〉 = 0. Dados dois pontos A, B ∈ Π1, o p�olo dareta ←→AB �e da forma A× B
t

, onde × �e o produto vetorial entre A e B.Rela
�~ao de Ordem:Consideremos um plano Π2 : z = t tangente �a esfera EtO no ponto N (p�olo norte).De�nimos a fun�
~ao φ : Π1 → Π2 da seguinte maneira: dado P ∈ Π1, φ(P) �e a interse�
~aoda semi-reta −→OP 
om Π2. Desta maneira, �
a estabele
ido um sistema de 
oordenadasem Π2, onde O ′ = φ(O) = N, o eixo−x ′ �e dado pela interse�
~ao do plano XZ 
om Π2 eo eixo−y ′ pela interse�
~ao do plano YZ 
om Π2.Neste sistema tem-se:
P ′ = φ(P) =

(

txP
√

t2 − x2P − y2P , tyP
√

t2 − x2P − y2P , t) .Ter��amos que mostrar que o ponto P ′ �e f.l. no plano Π2. Para isso, basta mostrar que
d(O ′,P ′) �e f.l., mas

d2(O ′,P ′) = x2P + y2P1− x2P + y2P
t2que �e f.l. pois xP e yP por hip�otese s~ao f.l.
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O y
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z

N

P

P ′
Π2
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bb

b

Figura 7.6: A fun�
~ao φPortanto φ leva Π1 em um sub
onjunto de pontos f.l. de Π2. E Π2 �e isomorfo a Π0(
om F eu
lidiano).Assim, se A, B, C ∈ Π1 s~ao pontos de uma reta, ent~ao diremos que A ∗ B ∗ C se
φ(A) ∗ φ(B) ∗ φ(C) em Π2.Congruên
ia de segmentos:Os segmentos AB e CD ser~ao 
ongruentes se, e somente se, d2(A,B) = d2(C,D).Congruên
ia de ângulos:Sejam ξ←→

AB
o p�olo da reta ←→AB, ξ←→

BC
o p�olo da reta ←→BC, e seja ∠ABC um ângulo de Π1.Ent~ao ∠ABC �e agudo, reto ou obtuso se 〈ξ←→

AB
, ξ←→

BC

〉

T 0, respe
tivamente. De�nimos
os(∠ABC) = 〈

ξ←→
AB

, ξ←→
BC

〉

〈

ξ←→
AB

, ξ←→
AB

〉

·
〈

ξ←→
BC

, ξ←→
BC

〉 =

〈

ξ←→
AB

, ξ←→
BC

〉

t2 .Sejam os ângulos ∠ABC e ∠DEF eles ser~ao 
ongruentes se, e somente se,
os(∠ABC) = 
os(∠DEF).



136Tendo as rela�
~oes interpretadas no modelo, podemos 
ome�
ar a mostrar os 13 axio-mas de Hilbert e mostrar o n~ao 
umprimento dos axiomas (A) e (P).
Teorema 7.13

Π1 satisfaz os axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4), (C1)-(C6).Prova : (I1): Dados os pontos A, B ∈ Π1. Pre
isamos de um ponto X tal que 〈X,A〉 =
〈X,B〉 = 0. Um bom 
andidato �e o produto vetorial entre os pontos A e B, mas 
omoqueremos que ele seja um ponto na esfera, ent~ao ele �e da forma (A× B

t

). Pela de�ni�
~aode reta no modelo, a reta que tem 
omo p�olo (A× B
t

) e �e �uni
a.
(I2): Se l ⊂ Π1 �e uma reta, existe pelo menos um ponto A ∈ l, pela de�ni�
~ao de Π1.O outro ponto pode ser obtido pela apli
a�
~ao do lema (7.12), bastando arbitrar umadistân
ia δ �nitamente limitada.
(I3): Basta 
onsiderar os pontos N = (0, 0, t), A =

(0, 1,√t2 − 1) e B =
(1, 0,√t2 − 1).

(B1)-(B4): Com a fun�
~ao φ, Π1 �e levado biunivo
amente em um sub
onjunto f.l. de
Π2. A rela�
~ao \estar entre" j�a foi interpretada no modelo anterior.
(C1): De
orre diretamente da apli
a�
~ao do lema (7.12): dados os segmentos AB e umasemi-reta −→CD, tomando δ = d(A,B), obtemos os pontos E1 e E2 na reta ←→CD tais que
d(E1,C) = d(E2,C) = δ = d(A,B). Um dos pontos E1 ou E2 perten
er�a �a semi-reta −→CD.
(C2)-(C3): Segue diretamente da maneira 
omo foi estabele
ida a rela�
~ao de 
on-gruên
ia entre segmentos foi interpretada a partir da fun�
~ao distân
ia.
(C4): Este axioma vale desde que o axioma (I2) seja satisfeito para semi-retas. Ou seja,basta 
onstruir um ponto em Π1 que esteja na mesma semi-reta do ângulo na esfera
EtO, mas pelo lema (7.12) �e poss��vel 
onstruir esse ponto.
(C5): De
orre diretamente da maneira 
omo foi traduzida a rela�
~ao de 
ongruên
ia



137entre ângulos.
(C6): Deriva da 
ongruên
ia de triângulos na geometria esf�eri
a.Portanto, Π1 �e um plano de Hilbert. 2Para mostrar que (A) n~ao �e satisfeito, 
onsideremos a reta

l1 = {X ∈ Π1 | 〈X, (t, 0, 0)〉 = 0} ,os pontos N = (0, 0, t), A =

(0, 1
t
,√t2 − 1

t2) e B =
(0, 2,√t2 − 4). Por mais vezes que
opiemos o segmento AN na reta l1 do mesmo lado do ponto B, nun
a ex
ederemos aosegmento NB. Logo Π1 �e um plano de Hilbert semi-el��pti
o n~ao arquimediano.



Caṕıtulo 8

Conclusão

Dada a es
assez de textos did�ati
os sobre o estudo de estruturas n~ao arquimedianas,prati
amente inexistentes na l��ngua portuguesa, de
idimos prover um texto na medidado poss��vel did�ati
o e es
lare
edor sobre sistemas axiom�ati
os em geometria, enfatizandoigualmente a importân
ia do uso e an�alise de modelos que auxiliam na interpreta�
~aode tais sistemas. Neste texto desta
amos o 
ar�a
ter axiom�ati
o que est�a presente nafundamenta�
~ao da geometria e a importân
ia do papel dos modelos na valida�
~ao evisualiza�
~ao de tais sistemas.O objetivo desta disserta�
~ao foi o de apresentar ao leitor um estudo sobre modelospara algumas geometrias n~ao-arquimedianas, outorgando uma interpreta�
~ao alg�ebri
aa um sistema axiom�ati
o que negue o axioma de Arquimedes. As geometrias n~ao ar-quimedianas 
onsideradas aqui foram: geometria semi-eu
lidiana negando o axiomaarquimediano; geometria semi-eu
lidiana negando os axiomas arquimediano e de para-lelismo; geometria semi-el��pti
a negando os axiomas arquimediano e de paralelismo.Partindo do sistema axiom�ati
o 
onhe
ido 
omo Plano de Hilbert, 
onstru��mos ummodelo alg�ebri
o para este sistema baseado em um 
orpo qualquer, que, para nossosprop�ositos, foi tomado n~ao arquimediano. O estudo feito por Sa

heri, relido sob a�oti
a axiom�ati
a de Hilbert, permitiu-nos distinguir três regi~oes disjuntas no universo de138



139todos os planos de Hilbert, regi~oes estas que foram denominadas plano de Hilbert semi-hiperb�oli
o, semi-eu
lidiano e semi-el��pti
o. Sa

heri e Legendre j�a haviam demonstradoque, na presen�
a do axioma de Arquimedes, a soma dos ângulos internos de um triângulon~ao pode ex
eder dois ângulos retos, o que limita as geometrias arquimedianas a umaparte das regi~oes semi-hiperb�oli
a ou semi-eu
lidiana do universo de planos de Hilbert.Todavia, os modelos que estudamos referem-se a geometrias situadas exatamente nos
omplementos dessas regi~oes.Um estudo interesante que poderia ser desenvolvido a partir deste trabalho �e a
onstru�
~ao de um modelo alg�ebri
o para o plano de Hilbert semi-hiperb�oli
o n~ao ar-quimediano, 
om a �nalidade de 
ontar 
om a gama 
ompleta de modelos alg�ebri
ospara algumas das regi~oes que foi parti
ionado o universo de todos os planos de Hilbert.Al�em disso, a partir do estudo alg�ebri
o-geom�etri
o que foi exposto neste trabalho,poderia ser desenvolvido um software de geometria dinâmi
a que modele as situa�
~oesaqui abordadas. Na �area de Edu
a�
~ao Matem�ati
a, seria desa�ador elaborar materialdid�ati
o abordando o estudo de Geometrias n~ao arquimedianas orientado a alunos deli
en
iatura em matem�ati
a.
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Apêndice A

Os Teoremas de Legendre sobre a Soma dosÂngulos no TriânguloMax Dehn, em G�ottingen
Introdução.A base para as pesquisas seguintes �e o tratado do Prof. Hilbert sobre os Fundamentos daGeometria. Neste �e estabele
ido um sistema de axiomas divididos em 
in
o grupos. Oprimeiro grupo 
ont�em os axiomas de in
idên
ia - por exemplo: dois pontos distintos Ae B determinam sempre uma reta a. O segundo grupo re�une os axiomas de ordem - porexemplo: se A, B, C s~ao pontos de uma reta e B est�a entre A e C, ent~ao B tamb�em est�aentre C e A. O ter
eiro grupo 
onsiste do 
onhe
ido Axioma das Paralelas (o AxiomaEu
lidiano). O quarto grupo 
ont�em os axiomas de 
ongruên
ia e o quinto, �nalmente,o Axioma de Arquimedes. Este �ultimo diz:Seja A1 um ponto arbitr�ario sobre uma reta entre os pontos arbitrariamentedados A e B; 
onstruam-se, ent~ao, os pontos A2,A3,A4, . . . de forma que A1esteja entre A e A2, A2 entre A1 e A3, A3 entre A2 e A4, et
. . . e os segmentos

AA1,A1A2,A2A3,A3A4, . . .sejam todos 
ongruentes. Ent~ao existe sempre na seq�uên
ia A2,A3,A4, . . .um ponto An tal que B esteja entre A e An.143



144Em [1℄, persegue-se globalmente o prin
��pio de dis
utir qualquer quest~ao que seapresente de forma que, simultaneamente, �que provado se a sua resposta por um
aminho pres
rito 
om 
ertos meios restritos �e poss��vel ou n~ao. Em uma prova destanatureza 
onsiste o presente trabalho.Sabidamente estabele
eu Legendre em suas pesquisas sobre a prova do axioma dasparalelas dois teoremas importantes:1) Em um triângulo, a soma dos três ângulos nun
a pode ex
eder dois ângulosretos.2) Quando em um triângulo qualquer a soma dos três ângulos �e igual a doisângulos retos, isto se d�a para todo triângulo.Ao provar estes teoremas, Legendre utilizou essen
ialmente o supra
itado axioma deArquimedes. Entretanto, �e poss��vel - Eu
lides 
ontudo n~ao o fez - 
onstruir uma geo-metria sem o axioma de Arquimedes e da�� levanta-se a importante quest~ao: valem emtal geometria ne
essariamente os teoremas de Legendre? Ou em outras palavras:�e poss��vel provar os teoremas de Legendre sem fazer uso de qualquer axioma de
ontinuidade, isto �e, sem empregar o axioma de Arquimedes? O
orre, 
omo dese-jamos mostrar a seguir, nesta rela�
~ao uma estranha diferen�
a entre ambos os teoremas:enquanto o segundo deles pode ser provado 
om base nos axiomas do primeiro, segundoe quarto grupos (o ter
eiro grupo - o axioma Eu
lidiano - n~ao podemos 
ertamente uti-lizar), o mesmo �e imposs��vel 
om rela�
~ao ao primeiro teorema. Para produzir a prova aesta a�rma�
~ao, devemos estabele
er uma nova geometria n~ao-Eu
lidiana, que desejamosdenominar Geometria \n~ao-Legendriana".Cap��tulo I.
Sistemas de Coordenadas e Cálculo de Segmentos.

§1.

Elementos Ideais (Pontos, Retas, Planos).Embora atrav�es dos axiomas de in
idên
ia se diga que duas retas distintas se podem
ortar em apenas um ponto, n~ao podemos assegurar que, quando jazem em um mesmoplano, sempre se 
ortem. Pelo 
ontr�ario, podemos 
om o teorema do ângulo externodeduzir que, por todo ponto P fora de uma reta a, passa pelo menos uma reta b quen~ao 
orta a. Por outro lado, podemos projetar o plano das duas retas a partir de umponto, de forma que as proje�
~oes de ambas se 
ortem no plano de proje�
~ao em um ponto



145real. Desta maneira, diz-se que as retas a e b determinam um ponto ideal em seu planoe uma ter
eira reta passa por esse ponto quando ela, na proje�
~ao, passar pelo pontoreal. Da mesma forma, podem-se introduzir retas ideais 
omo o en
ontro de planosque n~ao se inter
eptam, ou tamb�em 
omo a liga�
~ao entre dois pontos ideais que n~aoperten�
am �a mesma reta real. Como �e mostrado nos xx 5, 6, 7, 8 em [2℄, os elementosdessa geometria estendida satisfazem todos os axiomas de in
idên
ia.N~ao t~ao imediatamente podemos dizer o mesmo dos axiomas de ordem, pois �e 
laroque o 
on
eito de \estar entre" n~ao �e um invariante projetivo. Por isso �e imposs��vellibertar-se de uma 
erta dose de arbitrariedade para 
onseguir a validade dos Axiomasde Ordem. De modo mais simples, pro
edemos da seguinte maneira: (1) assumimossobre toda reta um ponto ideal 
omo ponto normal e dizemos: A est�a entre B e Cquando o par de pontos 
onstitu��do por A e pelo ponto normal separa o par de pontos
B, C. Uma de�ni�
~ao 
lara do 
on
eito de separar �e, a partir da pre
edente introdu�
~aode elementos ideais, f�a
il de 
on
eber. �E trivial nos 
onver
ermos de que este 
on
eito�e invariante atrav�es de proje�
~oes. Os pontos normais em sua totalidade tomamos 
omopontos de um plano ideal - o plano normal. Em qualquer plano, os pontos normaisperten
em a uma reta ideal - a reta normal. Como 
onseq�uên
ia destas 
onstata�
~oes,valem os axiomas de ordem para a totalidade dos elementos ideais e reais, 
omex
e�
~ao dos elementos do plano normal.Ent~ao podemos, para a nossa geometria estendida, demonstrar o teorema de De-sargues sobre triângulos em perspe
tiva, o qual, dado que todas as retas se 
ortam,podemos formular da seguinte maneira:Quando dois triângulos ABC e A ′B ′C ′ jazem em um plano de forma queos pares de lados 
orrespondentes AB e A ′B ′, AC e A ′C ′ e BC e B ′C ′en
ontram-se em três pontos sobre uma reta, ent~ao as retas que unem osv�erti
es 
orrespondentes AA ′, BB ′ e CC ′ h~ao de en
ontrar-se em um pontoe vi
e-versa.Este teorema vale para todos os elementos de qualquer plano sem ex
e�
~ao, in
lusiveos elementos normais. Pois, supondo que, por 
ausa da posi�
~ao da �gura ou da posi�
~aodos elementos auxiliares utilizados na demonstra�
~ao, pontos ou retas 
oin
idam 
ompontos ou retas normais, ou ainda um plano 
om um plano normal, tomar��amos umoutro plano ideal adequado 
omo plano normal e, 
onsiderando a posi�
~ao espe
ial doselementos da �gura, demonstrar��amos o teorema. Portanto, o teorema seria verdadeirose es
olhêssemos arbitrariamente um outro plano normal.Pois um teorema que trate apenas de interse�
~oes vale naturalmente de forma inde-pendente do posi
ionamento espe
ial 
om que nos deparemos para a ordem dos pontos(1)Veja [2℄, 1. 
., x9.



146no espa�
o.Outra introdu�
~ao de elementos ideais �e dada por S
hur [3℄, baseada no teorema dauni
idade da 
onstru�
~ao do quarto harmôni
o. Para �nalizar, observemos que �e poss��velsolu
ionar o problema de forma mais simples por um ter
eiro m�etodo, que se ap�oiaintegralmente no exame do x24 de [1℄. L�a �e estabele
ido um 
�al
ulo de segmentos 
omaux��lio dos axiomas planos do primeiro e do segundo grupos e do teorema de Desargues.Livremente, por motivo de simpli�
a�
~ao, �e empregado o axioma das paralelas, o que,em nossa 
onsidera�
~ao, naturalmente sempre deveremos evitar. Mas esse in
onvenienten~ao �e 
ertamente uma ne
essidade. Com aux��lio do 
�al
ulo de segmentos �e demonstradoque a equa�
~ao da reta �e linear nas 
oordenadas. Da�� de
orre fa
ilmente que a extens~aoda geometria desenvolvida a
ima �e poss��vel e que, em espe
ial, o teorema de Desargues�e igualmente v�alido na geometria estendida.
§2.

Pólos e Polares.No que se segue, assumiremos que os axiomas planos de 
ongruên
ia s~ao satisfeitospara pontos e retas \reais" e demonstraremos três lemas no dom��nio estendido dospontos e retas do plano.
Lema 1 Todas as perpendi
ulares a uma reta m 
ortam-se em um ponto (ideal)(veja Fig. 1).Prova: Levantamos, por A e B, as perpendi
ulares l1 e l2 a m e tiramos por um pontoarbitr�ario C sobre AB uma reta l3 de forma que l1, l2 e l3 passem pelo mesmo ponto(2).Tiramos, ent~ao, por um ponto D duas retas g e g1, de forma que as retas l1, l2 e l3 asen
ontrem nos pontos E, F, G e E1, F1, G1, respe
tivamente, e que m seja a bissetriz doângulo EDE1. A 
onstru�
~ao deve ser feita de forma que os pontos A, B, C, D, E, F, G,
E1, F1, e G1 sejam todos reais. Suponhamos que F e F1 estejam entre E e G e entre E1e G1, respe
tivamente.Ligamos F 
om G1 e E1, F1 
om E e G. Ent~ao FE1 e F1E, FG1 e F1G devem en
ontrar-se em pontos reais O1 e O2. Como, por 
onstru�
~ao, l1, l2 e l3 passam por um ponto,os triângulos EF1G e E1FG1 est~ao em perspe
tiva e D, O1 e O2 est~ao sobre uma reta.De
orre ent~ao da 
ongruên
ia dos triângulos DEF1 e DE1F que os triângulos DEO1 e
DE1O1 s~ao 
ongruentes e, por isso, os ângulos EDO1 e O1DE1 s~ao 
ongruentes e que,(2)N. do T. Na verdade, o que est�a sendo demonstrado neste lema �e que, se as perpendi
ulares l1e l2 a uma reta m en
ontram-se em um ponto, ent~ao qualquer reta l3 que passe por este ponto ser�aperpendi
ular a m.
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Fig. 1portanto, as retas DO1O2 e m 
oin
idem. Disso se 
on
lui, por um simples exame de
ongruên
ia, que l3 �e tamb�em perpendi
ular a m. �E 
laro 
omo a prova se modi�
aquando F n~ao est�a entre E e G.No futuro, vamos denominar p�olo de m o ponto no qual todas as perpendi
ulares �areta m 
on
orrem.

Lema 2 Os p�olos das retas que 
on
orrem em um ponto pr�oprio O est~ao sobreuma reta (ideal) e todo ponto desta reta �e p�olo de alguma reta que passa por O(veja Fig. 2).
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148Prova: Tiremos, por O, três retas m1, m2 e m3. Baixemos por um ponto real C ′ asperpendi
ulares am1 em2, 
ujos p�es denominaremosA ′ e B ′. Tra
emos ent~ao uma retaperpendi
ular a m3 por D, de forma que 
ortem A ′O e B ′O em A e B, que devem estarentre A ′ e O e entre B ′ e O respe
tivamente. As perpendi
ulares a m1 e m2 levantadaspor A e B devem - 
omo se vê de imediato - 
ortar-se em um ponto C real(3). Noprolongamento da reta OB, tomemos OB1 
ongruente a OB e, da mesma forma, OA1
ongruente a OA e OC1 
ongruente a OC; �nalmente, prolonguemos DO at�e en
ontrar
B1A1 em D1. Ent~ao, 
omo se mostra por apli
a�
~ao repetida de 
ongruên
ia: o ângulo
C1B1O �e 
ongruente ao ângulo C1A1O, o ângulo A1D1O �e 
ongruente a um ângulo reto.Mas os triângulos C1B1A1 e CBA est~ao em perspe
tiva. Conseq�uentemente, os pontosde interse�
~ao entre C1A1 e CA, C1B1 e CB e A1B1 e AB, ou seja, os p�olos das trêsretas m1, m2 e m3 est~ao sobre uma mesma reta. Como os p�olos de três retas quaisquerpassando por O jazem sobre uma mesma reta, o mesmo a
onte
endo 
laramente paratodas as retas que passam porO, denomin�a-la-emos polar do pontoO. Re
ipro
amente,seja P um ponto da polar. Tiremos por um ponto real arbitr�ario P ′ uma reta que passapor P e levantemos a perpendi
ular por O �a reta PP ′. Logo, o p�olo desta �ultima reta �eo ponto P. Com isto, nosso segundo lema est�a 
ompletamente demonstrado.O lema seguinte tem seu 
onte�udo integralmente 
al
ado nos lemas pre
edentes en�os o empregaremos mais tarde. Ele diz:
Lema 3 (Lema da Mediatriz) Levante-se, pelo ponto m�edio M de um segmento
AB, a perpendi
ular l e tirem-se, pelos extremos do segmento, duas retas a e b quese en
ontram em um ponto real ou ideal de l. Ent~ao as retas a e b formam 
oma reta AB ângulos 
ongruentes e as perpendi
ulares a l determinam segmentos
ongruentes sobre a e b (veja Fig. 3).A prova ser�a feita indiretamente:Prova: Suponhamos que as semi-retas a1 e b1 partindo de A e B estejam de um mesmolado da reta AB e que o ângulo entre a1 e a semi-reta AB (menor que dois retos) n~aoseja 
ongruente ao ângulo (menor que dois retos) entre b1 e a semi-reta BA. Tiramos,ent~ao, por B uma reta b ′ tal que sua semi-reta b ′1, partindo de B e do mesmo ladoda reta AB, forme 
om a semi-reta BA um ângulo 
ongruente ao que a1 forma 
om asemi-reta AB.Prolongamos AB a partir de A e B segundo segmentos 
ongruentes at�e C e D eligamos os pontos C e D a dois pontos reais E e F sobre l. Que a reta a 
orte CE em Ge CF em H, que a reta b ′ 
orte DE em J e DF em K.(3)N. do T. De
orre do fato de as perpendi
ulares a m1 e m2 por A ′ e B′ en
ontrarem-se em C′, B estarentre O e B′ e A estar entre O e A ′.
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Fig. 3Os pontos A, B, C, D, E, F, G, H, J, K, M s~ao, por hip�otese ou 
onstru�
~ao, pontosreais, de forma que podemos apli
ar os teoremas de 
ongruên
ia. Disso se segue que asretas JG e HK s~ao perpendi
ulares a l.Portanto JG e HK 
ortam-se sobre a reta CD (veja Lema 1). Sobre esta �ultima se
ortam tamb�em, por 
onstru�
~ao, ambos os pares 
orrespondentes de lados dos triângulos
GEJ e HFK, a saber GE e HF, JE e KF. Conseq�uentemente estes triângulos est~ao em pers-pe
tiva e as retas que unem v�erti
es 
orrespondentes passam por um ponto. Cortam-se,por este motivo, as retas HG (ou a) e KJ (ou b ′) sobre FE (ou l). Em 
onseq�uên
ia,
b ′ 
oin
ide 
om b e a primeira parte de nossa a�rma�
~ao est�a provada: o ângulo �GAB�e 
ongruente a �ABJ. Por�em, que a perpendi
ular a l 
orta a e b segundo segmentos
ongruentes, segue imediatamente dos teoremas de 
ongruên
ia. Com isto, nosso lemaest�a 
ompletamente demonstrado.

§3.

Introdução de uma Pseudo-Geometria.

1. Introdução de Pseudo-Paralelas.Em virtude dos teoremas pre
edentes, vamos organizar os elementos de nossa Geo-metria no plano em um sistema de pontos e retas e asso
iar aos elementos deste sistemapropriedades tais que, para eles, a totalidade dos axiomas planos de in
idên
ia, ordeme 
ongruên
ia seja satisfeita, in
lusive o Axioma Eu
lidiano das paralelas. Este sistemade elementos geom�etri
os vamos denominar pseudo-geometria.



150Seja O um ponto real arbitr�ario de nosso plano e t a polar do ponto O (veja x2).
Definições 1 Pontos reais no sentido da nossa pseudo-geometria s~ao todos os pontosreais e ideais da geometria subja
ente 
om ex
e�
~ao dos pontos sobre a reta t.Retas reais no sentido da nossa pseudo-geometria s~ao todas as retas reais e
Teorema 1 Os pontos e retas reais da nossa pseudo-geometria satisfazem a tota-lidade dos axiomas de ordem e in
idên
ia e o axioma eu
lidiano.Prova: Pois, atrav�es do ponto A fora duma reta a uma e somente uma reta a ′ que n~aoen
ontra a a em nenhum ponto real da nossa pseudo-geometria pode ser tra�
ada, asaber a reta a ′ que se en
ontra 
om a sobre a reta t.De a
ordo 
om isso, damos a seguinte de�ni�
~ao:
Definição 1 Duas retas a e a ′ que se 
ortam sobre a reta t denominamos pseudo-paralelas. Em s��mbolos: a ≀≀ a ′.Al�em disso, demonstramos o seguinte teorema geral sobre pontos de interse�
~ao:
Teorema 2 Sejam uma reta g e dois pontos A1 e B1 fora da mesma e suponhamosque a reta A1B1 
orte g no ponto Y. Ligamos B1 e A1 a um ponto X1 sobre g. Asretas A1X1 e B1X1 en
ontram-se em uma reta arbitr�aria passando por Y em A2 e
B2. Ligamos A2 e B2 
om um ponto arbitr�ario X2 em g e A2X2 e B2X2 se en
ontram
om uma reta arbitr�aria passando por Y em A3 e B3 e, assim por diante. Ent~aoobtemos uma quantidade arbitr�aria de pares de pontos:

{
A1,A2, . . . ,An,
B1,B2, . . . ,Bn.Ent~ao a�rmamos que as retas AiAk e BiBk v~ao 
ortar-se sobre g, sendo Ai e Bi,

Ak e Bk dois pares de pontos totalmente arbitr�arios (veja Fig. 4).Prova: Mostraremos primeiro que as retas A1A3 e B1B3 
ortam-se em um ponto X ′1 sobre
g. Os triângulos A1B1X1 e A3B3X3 est~ao em perspe
tiva, pois os 
orrespondentes paresde lados dos triângulos 
ortam-se nos pontos A2, B2 e Y sobre a reta A2B2.Conseq�uentemente as linhas de liga�
~ao dos v�erti
es 
orrespondentes A1A3, B1B3 e X1X2passam por um ponto X ′1 sobre g, o que quer��amos mostrar. Ent~ao o teorema todo
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b
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B1
b
A2

b
B2

b

B3b

A3
Fig. 4de
orre fa
ilmente, se apli
armos agora a nossa 
onstata�
~ao �a seq�uên
ia de pares depontos:

A1,A3, . . . ,An,
B1,B3, . . . ,Bn.que, devido ao que a
abou de ser provado, possui exatamente as mesmas propriedadesque a seq�uên
ia antiga. Podemos mostrar que A1A4 e B1B4 se 
ortam sobre g e, porindu�
~ao, mostramos que as retas A1Ak e B1Bk 
ortam-se sobre g.Exatamente da mesma maneira 
on
lu��mos, para 
ada par arbitr�ario de retas deliga�
~ao AiAk, BiBk, que elas se 
ortam sobre g.Denominamos pseudo-paralelogramo um quadril�atero 
ujos lados sejam dois a doispseudo-paralelos. Se tomarmos a reta g do teorema pre
edente 
omo sendo a polar tde O, podemos enun
iar o seguinte teorema (veja Fig. 5): Se 
onstruirmos sobre o

b

A3 b

B3b
A1 b B1b

A2
b

B2
Fig. 5segmento A1B1 um pseudo-paralelogramo A1B1A2B2, sobre o segmento A2B2 umnovo pseudo-paralelogramos A2B2A3B3 e 
hegarmos, atrav�es da 
ontinua�
~ao destepro
esso, a uma seq�uên
ia de pares de pontos:

A1,A2, . . . ,An,
B1,B2, . . . ,Bn.



152ent~ao as retas AiAk e BiBk s~ao pseudo-paralelas, onde Ai e Bi, Ak e Bk s~ao doispares arbitr�arios destes pontos.Quando dois pares de pontos resultam um do outro atrav�es da 
onstru�
~ao do pseudo-paralelogramo , 
omo Ai e Bi de A1 e B1, diremos que o segmento AiBi resulta dosegmento A1B1 atrav�es de um deslo
amento pseudo-paralelo. O seguinte �
a ime-diatamente 
laro: Se AiBi resulta de A1B1 por um deslo
amento pseudo-paralelo,ent~ao A1B1 resulta tamb�em de AiBi por um deslo
amento pseudo-paralelo. Podemospor isso tamb�em dizer: dois tais segmentos resultam um do outro por deslo
amentopseudo-paralelo.
2. Pseudo-Congruência de Segmentos.

Definição 2 Vamos 
onsiderar dois segmentos AB e A ′B ′ pseudo-
ongruentes (ems��mbolos AB@A ′B ′) quando: ou esses segmentos de
orrem um do outro por deslo-
amento pseudo-paralelo; ou, a partir deles, por um deslo
amento pseudo-paralelo,dois segmentos OE e OF se originam tais que a reta EF passa pelo p�olo da bissetrizdo ângulo EOF (4).O ponto O tem no in��
io deste par�agrafo signi�
ado de�nido.
Teorema 3 Sejam A e B dois pontos sobre uma reta a e al�em disso A ′ um pontosobre a mesma ou outra reta a ′. Ent~ao pode-se, sobre um dado lado da reta a ′ apartir de A ′, sempre um e somente um ponto B ′ en
ontrar de modo que AB (ou BA)seja pseudo-
ongruente ao segmento A ′B ′. Todo segmento �e pseudo-
ongruente aele mesmo.Prova: Como fa
ilmente podemos por um deslo
amento pseudo-paralelo fazer 
om queo segmento AB resulte de si mesmo, todo segmento �e pseudo-
ongruente a si mesmo.De resto, vamos provar o teorema em dois passos:a) Primeiramente vamos assumir que a e a ′ ou s~ao idênti
as ou s~ao pseudo-paralelas.Apli
amos sobre o segmento AB um deslo
amento pseudo-paralelo qualquer e
hegamos a um par de pontos An e Bn n~ao perten
entes �a reta a ′. Ligamos An a

A ′ e tra�
amos por Bn uma pseudo-paralela a AnA
′ que 
orta a ′ em B ′1. B ′1 deve serum ponto real no sentido da nossa pseudo-geometria, do 
ontr�ario deveria a reta(4)N. do T. O segundo 
aso equivale �a situa�
~ao em que os segmentos AB e A ′B′ devem apoiar-se emretas paralelas a t na geometria subja
ente.
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a ′

B ′2 A ′ B ′1
BnAn

Fig. 6
B ′1Bn ser pseudo-paralela �a reta a ′, o que n~ao �e poss��vel uma vez que: B ′1Bn ≀≀ A ′Ane por isso tamb�em deveria ser A ′An ≀≀ a ′, o que n~ao �e o 
aso. Portanto A ′An e a ′têm um ponto A ′ real em 
omum, no sentido da nossa pseudo-geometria. Ligamosa seguir A ′ a Bn e tra�
amos por An uma pseudo-paralela A ′Bn. Esta en
ontra a ′em um ponto B ′2 que tamb�em �e um ponto real da nossa pseudo-geometria.Como para tais pontos os axiomas de ordem s~ao totalmente satisfeitos (veja x3,1), de
orre fa
ilmente que B ′1 e B ′2 est~ao de lados opostos da reta a ′ em rela�
~aoa A ′. J�a que, pela de�ni�
~ao, os segmentos B ′1A ′ e B ′2A ′ s~ao pseudo-
ongruentesao segmento AB, provamos a primeira parte do teorema. Poder-se-ia perguntarainda se n�os n~ao ter��amos 
hegado a outros pontos B ′1 e B ′2 por um outro modode 
onstru�
~ao. Vamos ent~ao apli
ar sobre o segmento AB um outro deslo
amentopseudo-paralelo qualquer e supor que 
hegamos a um outro segmento A ′B ′3 sobre
a ′. Chamemos a esta seq�uên
ia de pares de pontos 
orrespondentes:

A�A1 �A2 . . . �AnA
′,

B�B1�B2 . . . �BnB
′3,ent~ao 
onsideramos a seq�uên
ia de pares de pontos 
orrespondentes

A ′AnAn−1 . . .A1A�A1 . . . �An,
B ′1BnBn−1 . . .B1B�B1 . . . �Bn.De
orre que (5) �AnA

′ e �BnB
′1 s~ao pseudo-paralelas e tamb�em B ′3 
oin
ide 
om B ′1,j�a que por um ponto �Bn passa apenas uma pseudo-paralela a uma reta �AnA

′. Se aseq�uên
ia de pares de pontos 
orrespondentes pela segunda maneira de 
onstru�
~aose 
hamar
A�A1 . . . �AnB

′3,
B�B1 . . . �BnA

′,ent~ao 
onsideramos a seq�uên
ia de pares de pontos 
orrespondentes
B ′2An . . .A1A�A1 . . . �An,
A ′Bn . . .B1B�B1 . . . �Bn.(5)Veja x3, 1 o 
aso espe
ial do teorema geral a
er
a de pontos de interse�
~ao.



154E deduzimos, exatamente 
omo antes, que B ′3 deve 
oin
idir 
om B ′2. Com isso,sob as hip�oteses feitas no 
ome�
o, nosso teorema est�a 
ompletamente provado.b) Agora, assumimos que a e a ′ n~ao sejam idênti
as nem pseudo-paralelas. Tra�
amospor O as pseudo-paralelas b e b ′ a a e a ′.Transportamos o segmento AB por um deslo
amento pseudo-paralelo sobre b ori-ginando o segmento OE1. Seja X um ponto sobre b ′, tra�
amos por E1 e pelop�olo da bissetriz do ângulo E1OX uma reta que 
orta OX em um ponto real F danossa pseudo-geometria. Ent~ao, se fosse E1F ≀≀ OF, deveria OF passar pelo p�olo dabissetriz de E1OF e, portanto, ser perpendi
ular �a dita bissetriz. O ângulo E1OFseria igual a 2R o que, pela hip�otese, esta ex
lu��do. Transportamos o segmento OFpor deslo
amento pseudo-paralelo, 
omo a
abou de ser mostrado, para dois seg-mentos A ′B ′1 e A ′B ′2 sobre a ′, onde A ′ est�a entre B ′1 e B ′2. Ent~ao, pela de�ni�
~ao,os segmentos A ′B ′1 e A ′B ′2 s~ao pseudo-
ongruentes a AB e a primeira parte denossa a�rmativa est�a tamb�em, para este 
aso, provada. Como o deslo
amentopseudo-paralelo do segmento OF para A ′B ′1 e A ′B ′2 de a
ordo 
om a parte a) danossa prova �e uni
amente determinado, ent~ao s�o atrav�es de uma modi�
a�
~ao deuma outra parte da nossa 
onstru�
~ao de transporte podemos 
hegar a um outroponto B ′. Atrav�es do deslo
amento pseudo-paralelo do segmento AB sobre a reta
b, 
hegamos, al�em de ao ponto E1 tamb�em ao ponto E2 de forma que O estejaentre E1 e E2. O fato de 
ada uma das semi-retas OE1 e OE2 formar 
om a reta
b ′ dois ângulos, 
onduz a duas 
onstru�
~oes para o ponto F. Chegamos portanto,ao todo, a quatro pontos F. Vamos mostrar que eles 
oin
idem dois a dois: man-temos de lado ainda dois pontos F1 e F2 em seguida mostramos que o segmento
OF1 e OF2 de
orrem um do outro por um deslo
amento pseudo-paralelo. Segueda�� �nalmente, de a
ordo 
om 
aso espe
ial do nosso teorema geral sobre ponto deinterse�
~ao (x3,1), que devemos 
hegar sempre aos mesmos pontos B ′1 e B ′2 atrav�esdo deslo
amento pseudo-paralelo dos segmentos OF1 e OF2 e portanto tamb�empor um transporte arbitr�ario do segmento AB sobre a ′ a partir do ponto A ′.Pela hip�otese (veja Fig. 7), o segmento E2O deriva do segmento E1O atrav�esde um deslo
amento pseudo-paralelo. Portanto, se tra�
amos por O uma pseudo-paralela E1F1 e por F1 uma pseudo-paralela a OE1 e ligamos o ponto de interse�
~ao
G de ambas pseudo-paralelas 
om E2, ent~ao pelo teorema do ponto de interse�
~ao,j�a frequentemente men
ionado, GE2 deve ser pseudo-paralela a F1O. Levantamospor O as perpendi
ulares l1 e l2 a OE1 e OF1.Ent~ao baixamos por um ponto real adequadamente es
olhido H de OG as perpen-di
ulares a l1 e l2 que 
ortam OF1 e OE2 nos pontos reais J e K, respe
tivamente.Ent~ao �e f�a
il mostrar que OG �e a bissetriz do ângulo E2OF1 e que KJ �e perpendi
-ular a OG e portanto passa pelo p�olo desta reta. Ent~ao os triângulos GF1E2 e HJKest~ao em perspe
tiva, pois as retas que ligam pares de v�erti
es 
orrespondentespassam por O.
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Fig. 7Como os lados s~ao pseudo-paralelos dois a dois e se 
ortam sobre a reta t, ent~ao de-vem tamb�em os ter
eiros lados E2F1 e KJ serem pseudo-paralelos e E2F1 passa pelop�olo da bissetriz do ângulo E2OF1, porque o mesmo vale para reta KJ. Chegamosportanto, de a
ordo 
om o que estipulamos sobre transporte pseudo-
ongruentede segmentos a partir de E2 ao mesmo ponto F1 sobre uma das semi-retas da reta

b ′ 
omo a partir de E1. Atrav�es de um transporte arbitrario do segmento ABsobre b ′ 
hegamos portanto ao todo a dois pontos F1 e F2 de forma que OF1@ABe OF2@AB e O esteja entre F1 e F2.Al�em disso, tra�
amos (veja Fig. 8) por E1 e O pseudo-paralelas a F1O e F1E1.Ligamos o ponto L de interse�
~ao de essas duas retas auxiliares 
om F2, levantamospor O as perpendi
ulares a OE1 e OF1, l1 e l2. Baixamos por um ponto Madequadamente es
olhido da reta OL as perpendi
ulares a l1 e l2 que 
ortam OF2em N e OE1 em P, onde M, N, P s~ao pontos reais. Ent~ao de
orre, igualmente
omo antes, que OL �e a bissetriz do ângulo E1OF2 e que PN �e perpendi
ular a
OL e portanto passa pelo p�olo de OL. Os triângulos E1LF2 e PMN est~ao emperspe
tiva; 
omo os pares de lados E1L e PM, E1F2 e PN por 
onstru�
~ao ou porhip�otese se 
ortam sobre a reta t, vale o mesmo para o ter
eiro par de lados. Porisso LF2 e MN s~ao pseudo-paralelas e �nalmente, tamb�em LF2 e OE1.

F2 L

F1
O E1

M

P

N l2
l1Fig. 8Os segmentos F1O e F2O derivam um do outro por deslo
amento pseudo-paralelo,
omo quer��amos demonstrar.
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Teorema 4 (6) Quando um segmento AB �e pseudo-
ongruente ao segmento A ′B ′e tamb�em ao segmento A ′′B ′′, ent~ao os segmentos A ′B ′ e A ′′B ′′ s~ao pseudo-
ongruentes. Em s��mbolos: Quando

AB@A ′B ′,e
AB@A ′′B ′′,tamb�em 
umpre-se
A ′B ′@A ′′B ′′.Como est�a 
laro que, quando dois segmentos A ′B ′ e A ′′B ′′ de
orrem de um ter
eiroatrav�es de um deslo
amento pseudo-paralelo, ent~ao tamb�em A ′B ′ e A ′′B ′′ de
orrem umdo outro por um deslo
amento pseudo-paralelo. Pre
isamos apenas provar o seguinte:Se temos três retas passando por um ponto O (veja Fig. 9) e sobre as mesmasrespe
tivamente os pontos A, B e C e se a reta AB passa pelo p�olo da bissetriz do ângulo

AOB e a reta AC pelo p�olo da bissetriz do ângulo AOC, ent~ao BC passa tamb�em pelop�olo da bissetriz do ângulo BOC.
b

O

b

bC

b A

b

B

bC ′
b A ′

b B ′

Fig. 9Se transportarmos sobre OA, OB e OC os segmentos reais 
ongruentes OA ′, OB ′,
OC ′ ent~ao, 
omo �e f�a
il mostrar, as retas A ′B ′, B ′C ′ e C ′A ′ passam pelos p�olos dasbissetrizes dos ângulos AOB, BOC, AOC. Os triângulos ABC e A ′B ′C ′ est~ao em pers-pe
tiva, ent~ao seus v�erti
es est~ao sobre três retas que passam por O. Conseq�uentemente
ortam-se os pares de lados 
orrespondentes sobre uma reta. Como AB e A ′B ′, AC e
A ′C ′ por hip�otese e 
onstru�
~ao se 
ortam sobre a polar de O ent~ao BC e B ′C ′ sobre estamesma polar se 
ortam. Ent~ao o ponto de interse�
~ao de B ′C ′ 
om a polar de O �e o p�olo(6)Compare-se 
om [1℄, x6. Segundo axioma de Congruên
ia



157da bissetriz do ângulo B ′OC ′; 
onseq�uentemente BC tamb�em passa, 
omo a�rmado,pelo p�olo da dita bissetriz.
Teorema 5 (7) Sejam AB e BC dois segmentos sem ponto 
omum na reta a e al�emdisso A ′B ′ e B ′C ′ dois segmentos sem ponto 
omum sobre a mesma ou outra reta
a ′. Se AB@A ′B ′ e BC@B ′C ′ tamb�em �e AC@A ′C ′.Novamente podemos-nos restringir �a prova do teorema, 
omo fa
ilmente vis��vel,quando se trata de um transporte pseudo-
ongruente sobre retas diferentes passandopor O (veja Fig. 10).Hip�otese:

OD@OC,
DF@CEA�rmativa:
OF@OETransportamos atrav�es de deslo
amento pseudo-paralelo DF e CE sobre segmentos 
omuma mesma extremidade 
omum O, sendo A e B os outros extremos, onde A e B est~aosobre semi-retas OC e OD. Tra�
amos por B uma pseudo-paralela a OA e por A umapseudo-paralela a OB, que se 
ortam em G.LigamosG a E e F, A aD, D a C, ent~ao por hip�otese e 
onstru�
~ao AD e GF, BC e GE,

DC e BA s~ao pseudo-paralelas. As �ultimas duas retas passam pelo p�olo da bissetriz doângulo AOB. Por uma 
onstru�
~ao auxiliar (ela �e indi
ada na �gura), semelhante ao quese a
abou de provar(8), na qual 
omo pontos auxiliares apenas pontos reais apare
em,provamos que G e H perten
em �a bissetriz do ângulo AOB. Portanto os triângulos HABe GEF est~ao em perspe
tiva, e 
omo os pares de lados FG e AH, EG e BH 
ortam-sesobre a reta t, ent~ao devem tamb�em AB e EF 
ortar-se sobre t, sendo portanto pseudo-paralelas. BA passa pelo p�olo da bissetriz do ângulo AOB. O mesmo vale tamb�em para
EF. Conseq�uentemente FO@EO, o que era para demonstrar.

3. Pseudo-Congruência de Ângulos.

Definição 3 De�nimos O 
on
eito \ângulo" na nossa pseudo-geometria exatamente
omo na geometria subja
ente, s�o que naturalmente o v�erti
e e os lados podem serquaisquer pontos e retas reais no sentido da nossa pseudo-geometria.(7)Compare-se 
om [1℄, x6. Ter
eiro axioma de Congruên
ia.(8)Observe-se a perspe
tividade 1) dos triângulos ABG e JKG ′; 2) dos triângulos 
om os lados CB,
BM, MJ, respe
tivamente DA, AL, LK e a perspe
tividade da�� de
orrente dos triângulos CHD e JH ′K(Suposto �e: JG ′ ≀≀ AG, KG ≀≀ BG, MJ ≀≀ BC, LK ≀≀ AD, LM ≀≀ AB)
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Fig. 10Pelo v�erti
e A do ângulo BAC (veja Fig. 11) tra�
amos uma reta arbitraria AD, por
D duas semi-retas DF e DE pseudo-paralelas a AB e AC, de tal forma que, se a reta
AD separa as semi-retas AB e AC, a mesma separa tamb�em as semi-retas DE e DF ere
ipro
amente. Al�em disso, tra�
amos por D uma reta DG e 
ontinuamos da mesmamaneira 
hegando, �nalmente, a um ângulo YXZ. Ent~ao queremos dizer que o ângulo
�YXZ deriva do ângulo �BAC por deslo
amento pseudo-paralelo.

b

G

bD

E

F

b

J

b
A

C

B

HFig. 11Ent~ao o seguinte �
a imediatamente 
laro: se �YXZ deriva de �BAC por deslo
a-mento pseudo-paralelo, ent~ao �BAC deriva de �YXZ por deslo
amento pseudo-paralelo.Podemos por isso dizer: dois tais ângulos derivam um do outro por deslo
amentopseudo-paralelo.



159
Definição 4 Dois ângulos ABC e A ′B ′C ′ denominamos 
omo pseudo-
ongruentes (emsimbolos �ABC@�A ′B ′C ′) quando: ou estes ângulos derivam um do outro por umdeslo
amento pseudo-paralelo ou a partir deles dois ângulos EOF e GOH 
om v�erti
e
omum O por deslo
amento pseudo-paralelo derivam, que s~ao 
ongruentes no sentidoda geometria subja
ente.Assim valem, 
omo fa
ilmente se pode ver, os seguintes teoremas (9):Sejam dados um ângulo �BAC e uma reta a ′ assim 
omo um determinado ladode a ′. Se B ′ �e um ponto da reta a ′ ent~ao existe uma e somente uma semi-reta C ′A ′,onde A ′ �e um ponto de a ′, de forma que o ângulo BAC (ou CAB) seja pseudo-
ongruente 
om o ângulo B ′A ′C ′ e ao mesmo tempo todos os pontos interiores doângulo B ′A ′C ′ estejam do lado determinado a ′. Todo ângulo �e pseudo-
ongruentea si mesmo.Quando um ângulo BAC �e pseudo-
ongruente tanto ao ângulo B ′A ′C ′ quantoao ângulo B ′′A ′′C ′′ ent~ao o ângulo B ′A ′C ′ �e pseudo-
ongruente ao B ′′A ′′C ′′.

4. O Primeiro Teorema de Pseudo-Congruência.

Definição 5 Dois triângulos se 
hamam pseudo-
ongruentes quando seus lados e ân-gulos respe
tivos s~ao pseudo-
ongruentes.
Teorema 6 (10) Se, em dois triângulos, dois lados e o ângulo por eles 
ompreen-didos s~ao pseudo-
ongruentes, ent~ao as partes restantes em ambos os triânguloss~ao pseudo-
ongruentes.Dividimos a prova em duas partes:a) Sejam-nos dados um triângulo ABC (veja Fig. 12) e um ponto arbitr�ario A ′.Ligamos A a A ′ e tra�
amos por A ′ pseudo-paralelas a AB e BC, que 
ortam aspseudo-paralelas a AA ′ por B e C em B ′ e C ′, respe
tivamente. Ent~ao os triângulos

ABC e A ′B ′C ′ est~ao em perspe
tiva, pois AA ′, BB ′, CC ′ passam por um ponto.Como, no em tanto, AB e A ′B ′, AC e A ′C ′ s~ao pseudo-paralelas, ent~ao BC e B ′C ′tamb�em o s~ao. Disso se segue que os lados e ângulos no triângulo A ′B ′C ′ s~aopseudo-
ongruentes aos 
orrespondentes no triângulo ABC.Portanto: pode-se a 
ada triângulo en
ontrar um outro pseudo-
ongruente de talforma que um v�erti
e 
oin
ida 
om um ponto arbitrariamente pr�e-estabele
ido.(9)Veja [1℄ x6, quarto e quinto axiomas de 
ongruên
ia(10)Veja [1℄ x6, sexto axioma de 
ongruên
ia e x7, teorema 10.



160
A

B

C

B ′

A ′
C ′

Fig. 12b) Suponhamos que em dois triângulos dois lados e ângulo por eles 
ompreendidosejam pseudo-
ongruentes. Ent~ao n�os os substitu��mos de a
ordo 
om o 
aso a)por triângulos pseudo-
ongruentes, de forma que os v�erti
es dos ângulos pseudo-
ongruentes 
aiam no ponto O. Sejam O, A1 e B1, O, A2 e B2 seus v�erti
es (vejaFig. 13). Ent~ao por hip�otese:
OA1@OA2, OB1@OB2, �B1OA1@�B2OA2.Suponhamos que B1O e B2O n~ao sejam separados por A1O e A2O. Se provamosnosso teorema para este 
aso, ent~ao outro 
aso, em que B1O e B2O s~ao separadospor A1O e A2O, tamb�em pro
ede.Podemos transportar o triângulo A1OB1 em um outro A ′1OB ′1 pseudo-
ongruen-temente situado de tal forma que os pares de lados 
orrespondentes n~ao se separem.Ent~ao A2O e B2O n~ao ser~ao separados por A ′1O e B ′1O e podemos provar que ostriângulos A ′1OB ′1 e A2OB2 e 
onseq�uentemente tamb�em A1OB1 e A2OB2 s~aopseudo-
ongruentes. Pois de a
ordo 
om teoremas anteriores vale o teorema: Sedois triângulos s~ao pseudo-
ongruentes a um ter
eiro triângulo, ent~ao eles s~aopseudo-
ongruentes entre si.Por aquelas hip�oteses tra�
amos por A1 uma pseudo-paralela a B1O, por A2 umapseudo-paralela a B2O, por O pseudo-paralelas a A1B1 e A2B2, que se 
ortamrespe
tivamente em C1 e C2. Ligamos A1 a A2, B1 a B2 e prolongamos A1B1 e

A2B2 at�e que se 
ortem em O2, C1A1 e C2A2 at�e que se 
ortem em O1. A1A2 ent~aopseudo-paralelo a B1B2, pois essas duas retas passam, por hip�otese, pelo p�olo dabissetriz 
omum dos ângulos B1OB2 e A1OA2. Conseq�uentemente os triângulos
A1O1A2 e B1OB2 est~ao em perspe
tiva, pois os seus lados se 
ortam sobre a reta t,e O, O1 e O2 jazem sobre uma reta. Portanto est~ao tamb�em os triângulos O2A1A2e OC1C2 em perspe
tiva e C1C2, A1A2 e B1B2 s~ao pseudo-paralelos. Vamos agoramostrar, que a reta OO1O2 passa pelo p�olo das ultimas três retas nomeadas, isto �e
oin
ide 
om a bissetriz 
omum dos ângulos A1OA2 e B1OB2; al�em disso tamb�em,que OO1O2 divide ao meio o ângulo C1OC2.Transportamos de forma pseudo-
ongruente o segmento OB1 at�e B3 sobre a reta
OA1, o segmento OB2 at�e B4 sobre OA2, o segmento OA1 at�e A3 sobre OB1, o
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Fig. 13segmento OA2 at�e A4 sobre OB2. Ent~ao A3A4, B3B4, B1B2 e A1A2, { B1B3 e A1A3,{ B2B4 e A2A4 s~ao pseudo-paralelas. Prolongamos A1A3 e A2A4 at�e que se 
ortemem D, B1B3 e B2B4 at�e que se 
ortem em E; ent~ao os triângulos A3DA4 e B1EB2est~ao em perspe
tiva. Conseq�uentemente E, D e O jazem sobre uma reta. Poroutro lado, os triângulosA1B1A3 e A2B2A4 est~ao em perspe
tiva, pois seus v�erti
es
orrespondentes est~ao sobre retas pseudo-paralelas. Em 
onseq�uên
ia O, O2 e Dest~ao sobre uma reta e tamb�em os 
in
o pontos O, O1, O2, D, E. Se tivermosagora um triângulo FGH, 
ujos v�erti
es G e H jazam sobre A1O e A2O (ou sobre

B1O e B2O) e 
ujos lados s~ao respe
tivamente pseudo-parelelos �as retas A1A3,
A2A4 e A1A2, ent~ao o v�erti
e F do triângulo est�a sobre a reta DEO, pelo teoremade Desargues, e nosso objetivo estar�a al
an�
ado se pudermos mostrar que FO �e asabida bissetriz. Est�a 
laro que, se n~ao o
orrerem 
asos ex
ep
ionais, que pode-mos sempre en
ontrar um triângulo 
om pontos reais F, G, H 
omo v�erti
es quesatisfa�
a essas 
ondi�
~oes. Posi
ionamentos ex
ep
ionais de ambos os triângulos



162que estamos investigando podem ser tratados de tal maneira que transformamosum dos dois tr��ângulos pseudo-
ongruentemente em um outro arbitr�ario e que de-pois es
olhemos esse novo 
omo a base de nossas 
onsidera�
~oes. Se temos um taltriângulo FGH �e f�a
il mostar que FO �e bissetriz do ângulo GOH. (Observe (vejaFig. 13) que, OG ≡ OH ≡ OG ′ ≡ OH ′, pois por 
onstru�
~ao GH e G ′H ′ s~ao per-pendi
ulares �a bissetriz 
omum dos ângulos A1OA2 e B1OB2). Conseq�uentemente
C1C2 passa pelo p�olo de O1OO2. Al�em disso, es
olhemos um ponto real adequado
J sobre O2O e tra�
amos por J pseudo-paralelas a A1B1 e A2B2 que 
ortam OA1e OA2 nos pontos reais K e L, respe
tivamente. Ent~ao segue-se, pelo teorema deDesargues, que KL �e pseudo-paralela a A1A2 e, portanto, perpendi
ular a OO2.Porque OO2 �e a bissetriz do ânguloA1OA2 segue imediatamente que o ângulo KJO�e 
ongruente ao ângulo LJO. Se baixarmos por O perpendi
ulares a JK e JL, sendo
M e N respe
tivamente os p�es destas perpendi
ulares, ent~ao por hip�otese OM e
ON s~ao perpendi
ulares a OC1 e OC2 respe
tivamente. Ent~ao os triângulosMJOe NJO s~ao 
ongruentes; em 
onseq�uên
ia, o ângulo C1OO1 �e 
ongruente ao ângulo
C2OO1, pelo que pre
ede. Portanto, pela nossa de�ni�
~ao de pseudo-
ongruen
ia,
C1O �e pseudo-
ongruente a C2O e A1B1 �e pseudo-
ongruente a A2B2. Como
�A1OC1 ≡ �A2OC2, segue das nossas de�ni�
~oes sobre pseudo-
ongruên
ia deângulos que �OA1B1@�A2B2O. Da mesma forma, mostramos �nalmente que osângulos A1B1O e A2B2O s~ao pseudo-
ongruentes. Assim demonstramos 
omple-tamente o primeiro teorema de pseudo-
ongruên
ia.Conven
er-nos-emos fa
ilmente de que, a 
ada um dos axiomas de 
ongruên
ia (veja[1℄ x6), 
orresponde um dos teoremas sobre pseudo-
ongruên
ia previamente demon-strados; por isso podemos resumidamente enun
iar o seguinte teorema:Os elementos da nossa pseudo-geometria, 
om ex
e�
~ao dos elementos da reta t,satisfazem todos os axiomas da Geometria Eu
lidiana habitual, in
lusive o axiomadas paralelas e a reta t faz o papel da reta \ideal" ou \in�nitamente afastada".

§4.

Introdução do Cálculo de Segmentos.Como at�e agora os nossos teoremas nun
a dependeram dos objetos aos quais eles,atrav�es da nossa linguagem geom�etri
a, s~ao referidos, mas apenas dos axiomas, ouseja das propriedades que postulamos a partir desses objetos, ent~ao tudo o que estiverprovado ou se puder provar na geometria habitual estar�a satisfeito na nossa pseudo-geometria. Daqui em diante vamos fazer deles o mais abrangente uso.Por exemplo, podemos imediatamente enun
iar o teorema:



163A soma dos ângulos em um qualquer triângulo �e pseudo-
ongruente a doisretos.Entretanto queremos igualmente introduzir o 
�al
ulo de segmentos 
omo Hilberto fez em no 
ap��tulo III de [1℄. Este 
�al
ulo possibilita fundamentar a Teoria dasPropor�
~oes e 
onstruir uma esp�e
ie de geometria anal��ti
a, sem fazer uso do Axioma deArquimedes, que quisemos ex
luir em toda a nossa pesquisa.O qu~ao f�a
il agora 
onsegue-se pro
eder, vamos imediatamente re
onhe
er nas provasdos seguintes teoremas:1) As três alturas em um triângulo se en
ontram em um ponto tamb�em na geometrian~ao eu
lidiana.Prova: Se 
olo
armos o ponto O em um v�erti
e do triângulo, ent~ao todas as al-turas ou s~ao perpendi
ulares �as retas que passam por O ou s~ao elas mesmas retasque passam por O. Em 
onseq�uên
ia eles tamb�em s~ao perpendi
ulares em nossapseudo-geometria, ent~ao devem-se en
ontrar em um ponto 
omo se queria mostrar.2) No teorema de Pas
al sobre o hex�agono apoiado em um ângulo.Prova: O mesmo pode ser demonstrado, 
omo �e mostrado em [1℄ 
om base no
�al
ulo de segmentos. Como, na verdade, ele �e um teorema puro sobre interse�
~oes,ent~ao ele vale imediatamente em nossa geometria. Com isso 
onseguimos umaprova do teorema de Pas
al baseada nos axiomas dos grupos I, II e dos axiomasplanos do grupo IV (11).Atrav�es do teorema de Pas
al podemos fundamentar a geometria projetiva, 
ujosteoremas doravante usaremos freq�uentemente.Al�em disso es
reveremos no futuro: em vez de 
ongruente, igual (=); em vez depseudo-
ongruente, pseudo-igual (≈) e de�niremos de maneira 
onhe
ida (12), o que sedeve entender quando dizemos que um segmento a �e menor que b (a < b), pseudo-menor que b (a ≺ b), maior que b (a > b) ou pseudo-maior que b (a ≻ b).Podemos enun
iar o resultado prin
ipal de nossa pesquisa at�e agora da seguintemaneira:(11)O 
aso parti
ular do teorema de Pas
al no qual a reta de Pas
al �e a reta in�nitamente distante �eutilizado para 
onstru�
~ao para o 
�al
ulo de segmentos em [1℄. O 
aso geral do mesmo �e deduzido maissimplesmente atrav�es do 
�al
ulo de segmentos. Uma prova do teorema de Pas
al utilizando todos osaxiomas dos grupos I, II, IV �e dada por S
hur em [3℄.(12)Veja [1℄, Cap. III, x15.



164Todos os teoremas puros sobre pontos de interse�
~ao que se podem provar apartir dos grupos de axiomas I, II, III, IV seguem tamb�em, prontamente, dosgrupos I, II, IV, isto �e sem axioma das paralelas.Cap��tulo II.
Congruência e Projetividade.

§5.

Teorema Fundamental.

Definição 6 Se asso
iarmos a 
ada ponto real A,B,C, . . . de uma reta g um pontoreal A1,B1,C1, . . . da mesma reta g, de forma que o segmento entre dois pontos reaisarbitr�arios seja 
ongruente ao segmento entre os pontos 
orrespondentes, 
hamaremosa seq�uên
ia de pontos de 
ongruente.De
orre fa
ilmente, que duas seq�uên
ias 
ongruentes de pontos ou de
orrem umada outra atrav�es de um deslo
amento 
ongruente ou atrav�es de uma re
ex~ao em tornode um ponto real arbitr�ario da reta g seguido de um deslo
amento 
ongruente. (Asexpress~oes re
ex~ao e deslo
amento 
ongruente devem ser entendidas no sentido usual).Ent~ao enun
iamos o seguinte teorema fundamental que rela
iona 
ongruên
ia e pro-jetividade:Se A,B,C, . . . e A1,B1,C1, . . . s~ao seq�uên
ias 
ongruentes de pontos sobre g,ent~ao elas derivam uma da outra atrav�es de repetidas proje�
~oes (ent~ao elas est~aorela
ionadas por projetividade).
X

Z Wb

S

Y

b

A ′
b

A

b

b
B

b

B ′

Fig. 14A re
ex~ao em torno de um ponto S (veja Fig. 14) de g pode ser implementadaatrav�es de duas proje�
~oes.



165Levantamos em S a perpendi
ular XSY e projetamos a seq�uên
ia de pontos A,B, . . .do p�olo da bissetriz do ângulo XSW sobre a reta XSY; projetamos a seq�uên
ia de pontos�A, �B, . . . resultante do p�olo da bissetriz do ângulo XSZ novamente sobre g. A seq�uên
iade pontos A ′,B ′, . . . que assim surge �e portanto o re
ex~ao da seq�uên
ia A,B, . . . emtorno do ponto S, 
omo quer��amos demonstrar. Por isso podemos restringir a nossaprova a seq�uên
ias de pontos tais que, atrav�es de deslo
amento 
ongruente ao longo dosegmento v, de
orrem uma da outra.Sejam (veja Fig. 15) A e O pontos reais sobre a reta g e AO maior que o segmentode deslo
amento v.

b

O

g

b

B

b

C

bC1
bB1
b

A

bA1

g2
g1

b

O1
b

P

b

M

b

A3b

A2 b

B3b

B2
b

C3
b

C2

Fig. 15Ent~ao tra�
amos por O uma segunda reta g1 e transportamos sobre a semi-reta apartir de g1, que forma 
om OA um ângulo agudo, o segmento 
ongruente a OA at�e
A3.Al�em disso transportamos o segmento de deslo
amento v a partir de O at�e P, onde
P est�a entre O e A3 sobre OA3. Unimos ent~ao o ponto A a P, levantamos pelo pontom�edioM de PA uma perpendi
ular que 
orta OA3 no ponto real ou ideal O1 e ligamos
A a O1 atrav�es da reta g2. A�rmamos agora: se projetarmos sobre g1 a seq�uên
iade pontos A,B,C, . . . de g a partir do p�olo da bissetriz do ângulo A3OA, obtendo os



166pontos A3,B3,C3, . . .; projetamos estes a partir do p�olo de MO1 sobre g2 e obtemosa seq�uên
ia de pontos A2,B2,C2, . . .; projetamos �nalmente esta a partir do p�olo dabissetriz do ângulo (g2, g) ent~ao obtemos uma dentre as duas seq�uên
ias de pontos
A1,B1,C1, . . ., 
om o exigido segmento de deslo
amento v, dependendo do lado a partirdo qual deve ser deslo
ado.Pelo lema anteriormente provado (x2) sobre as mediatrizes, AA1 �e 
ongruente a AA2que �e 
ongruente a PA3 que �e 
ongruente (por 
onstru�
~ao) ao segmento v, ao longo doqual 
ada ponto de g deve ser deslo
ado. Por outro lado AB �e 
ongruente a A3B3 que �e
ongruente A2B2 que �e 
ongruente a A1B1 e, porque o mesmo vale para os pontos C,D,et
. as seq�uên
ias de pontos A,B, . . . e A1,B1, . . . s~ao 
ongruentes. Por outro lado elasde
orrem uma da outra atrav�es de m�ultiplas proje�
~oes, 
om o que nosso teorema est�aprovado.Da�� de
orre imediatamente que seq�uên
ias 
ongruentes de pontos sobre duas retasarbitr�arias diferentes est~ao rela
ionadas por proje�
~ao. Pode-se, pois, pelo que foi ditoanteriormente, projetar 
ongruentemente 
ada reta sobre qualquer outra que a 
orte.Com isso ante
ipamos a seguinte de�ni�
~ao de seq�uên
ias 
ongruentes de pontos sobreretas distintas:As seq�uên
ias de pontos A1,B1, . . . sobre a reta a1 e A2,B2, . . . sobre a reta a2 s~ao
ongruentes quando:

A1B1 ≡ A2B2, A1C1 ≡ A2C2, B1C1 ≡ B2C2, . . .
§6.

Relação entre Congruência e Pseudo-Congruência.Como o teorema da invariân
ia da raz~ao anarmôni
a por proje�
~ao pode ser fa
ilmenteprovado 
om base na teoria das propor�
~oes, ent~ao de
orre do teorema do par�agrafopre
edente que duas qu�adruplas 
ongruentes de pontos, 
ada uma sobre uma reta,possuem raz~oes anarmôni
as 
orrespondentes pseudo-iguais. Vamos a empregar estefato na prova do seguinte teorema:Sejam A e A1 (veja Fig. 16) pontos reais sobre a reta n que passa por O e OA(ou a) 
ongruente ao segmento AA1 (ou a1); al�em disso, sejam BB1 dois outrospontos arbitr�arios sobre a mesma ou outra reta m passando por O e OB (ou b)
ongruente a BB1 (ou b1). Ent~ao a�rmamos: se
a
≻≈≺ a1,
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Fig. 16ent~ao
b
≻≈≺ b1.Como sabemos que os segmentos 
ongruentes transportados a partir de O s~ao tam-b�em pseudo-
ongruentes, podemos visivelmente restringir nossas 
onsidera�
~oes a umareta m passando por O. Provaremos primeiro o seguinte teorema auxiliar:Se B,B1,B ′,B ′1 s~ao pontos reais sobre uma reta m que passa por O e se BB1 (ou

b1)≡ B ′B ′1 (ou b ′)≡ OB (ou b), e se 
ada um dos pontos B e B1, B ′ e B ′1 jaz do mesmolado de m a partir de O, a�rmamos que: se
b
≻≈≺ b1,ent~ao

b
≻≈≺ b ′.Pelo motivo a
ima men
ionado, podemos supor que B ′ perten
e ao lado BO de m.Seja, al�em diss, O�B 
ongruente e pseudo-
ongruente a OB; ent~ao

(�B,O,B,B ′) e (O,B,B1,B ′1)



168s~ao qu�adruplos de pontos 
ongruentes, e por isso:�BO · B ′B�BB · B ′O ≈ OB · B ′1B1
OB1 · B ′1Bou:

B ′1B ≈ 2B ′O OB · BB1
B ′O · (2OB−OB1) +OB1 ·OBde

OB
≻≈≺ BB1segue ent~ao:

B ′1B ≻≈≺ 2B ′OOB · BB1
OB1 ·OB ,

B ′1B ≻≈≺ B ′O.Disso segue imediatamente que:
b
≻≈≺ b ′o que deveria ser provado. Indiretamente segue que, se

b
≻≈≺ b ′,tamb�em

b
≻≈≺ b1.Es
olhamos ent~ao, para demonstrar o teorema prin
ipal, 
omo ponto B ′ a extremi-dade do segmento a transportado sobre OB a partir de O do mesmo lado que b. Ent~ao

BB ′1 e 
ongruente ao segmento a. Se ent~ao:
a
≻≈≺ a1veja Fig. 16) ent~ao pelo que a
abou de ser provado, �e tamb�em

a
≻≈≺ a ′se designarmos por a ′ o segmento BB ′1. Disso de
orre novamente que

b
≻≈≺ b ′



169e por isso tamb�em
b
≻≈≺ b1
om o que nosso teorema est�a provado.Vamos ent~ao apresentar uma segunda prova muito simples para este teorema, provaesta que nos 
onduzir�a ao alguns resultados interessantes e importantes.Perguntamo-nos sobre os pontos duplos de duas seq�uên
ias 
ongruentes de pontossobre a mesma reta.A origem O do sistema de 
oordenadas posi
ionamos sobre a reta m, que queremostratar. Ent~ao transportamos a partir de O para ambos lados da reta m um segmento aat�e A e �A respe
tivamente, e a partir de A um outro segmento a1 
ongruente a a at�e A1.Asso
iamos aos pontos �AOA os pontosOAA1; determinamos ent~ao duas seq�uên
ias 
on-gruentes paralelas de pontos. Sabemos ent~ao que a raz~ao anarmôni
a de uma qu�adruplade pontos de uma seq�uên
ia deve ser pseudo-igual �a raz~ao anarmôni
a 
orrespondentes�a qu�adrupla de pontos da outra seq�uên
ia. Conseq�uentemente a 
oordenada x de umeventual ponto duplo deve satisfazer a seguinte 
ondi�
~ao:

x − a

x + a
≈ a1x
a(x+ a+ a1)ou:

x2 ≈ a2(a+ a1)
a− a1N~ao vamos mais nos o
upar 
om a quest~ao de existên
ia dos pontos duplos; entretantodemonstraremos o seguinte teorema importante:As 
oordenadas dos pontos duplos de todos os pares de seq�uên
ias de pontos
ongruentes e paralelas sobre uma mesma reta satisfazem uma e a mesma pseudo-equa�
~ao.Se b �e qualquer segmento transportado a partir deO at�e B e BB1 (ou b1) �e 
ongruentea OB, ent~ao deve ser:

a2(a+ a1)
a− a1 ≈ b

2(b+ b1)
b− b1
om o que nossa a�rma�
~ao est�a 
orreta. Assumimos por simpli
idade que B e B1 jazamsobre o mesmo lado de m a partir de O que A e A1. Sejam �B e A ′ pontos da reta m,tais que O�B seja 
ongruente e pseudo-
ongruente a OB, BA ′ (ou a ′) seja 
ongruente a

OA e B esteja entre O e A ′ (veja Fig. 17). Ent~ao
(�B,O,A,B) e (O,B,A ′,B1)



170al�em disso
(�A,O,A,B) e (O,A,A1,A ′)s~ao qu�adruplas 
ongruentes de pontos.

B A

b b b

O

b

A

b

B

b

A1 b

A ′
b

B1Fig. 17Disso se seguem as duas rela�
~oes seguintes:
b− a2a ≈ b(b1 − a ′)

a ′(b1 + b) ,
b− a

b+ a
≈ a(b+ a ′ − a1 − a)

a1(a ′ + b)Pela elimina�
~ao de a ′ nestas duas pseudo-equa�
~oes de
orre uma rela�
~ao entre a, a1, be b1, que se pode, ap�os f�a
il manipula�
~ao, re
onhe
er 
omo idênti
a �a rela�
~ao impostaa
ima:
a2(a+ a1)
a− a1 ≈ b

2(b+ b1)
b− b1 ,
om o que o nosso teorema est�a provado.Desta simples rela�
~ao segue imediatamente o teorema prin
ipal deste par�agrafo parao qual desej�avamos apresentar uma segunda prova. Das pseudo-equa�
~oes introduzidas,de
orre o seguinte:Se a ≻ a1 ent~ao o lado esquerdo da equa�
~ao �e positivo, ent~ao o lado direito daequa�
~ao deve ser positivo e b ≻ b1. Igualmente de
orre que:

a ≺ a1 :
b ≺ b1e �nalmente
a ≈ a1 :
b ≈ b1,
om o que nosso objetivo est�a al
an�
ado.
§7.

O Segundo Teorema de Legendre.O teorema demonstrado no par�afrafo anterior 
onduz-nos diretamente aos seguintes



171fatos fundamentais:Se em um triângulo qualquer a soma dos ângulos �e menor a dois ângulosretos, ent~ao em todo triângulo a soma dos ângulos �e menor a doisângulos retos.Se em um triângulo qualquer a soma dos ângulos �e igual a dois ângulosretos, entâo em todo triângulo a soma dos ângulos �e igual a dois ângulosretos.Se em um triângulo qualquer a soma dos ângulos �e maior a dois ângulosretos, entâo em todo triângulo a soma dos ângulos �e maior a doisângulos retos.O segundo dos três teoremas n~ao �e sen~ao o 
onhe
ido segundo teorema de Legen-dre, que no entanto foi provado por Legendre 
om auxilio da 
ontinuidade (ou seja autiliza�
~ao do axioma de Arquimedes).Prova: Consideremos um triângulo arbitr�ario e baixemos por um v�erti
e do mesmo aperpendi
ular ao lado oposto. Vemos de imediato que a soma dos ângulos no triânguloser�a menor, igual ou maior que dois ângulos retos, 
onforme um desses 
asos a
onte�
asimultaneamente para ambos os triângulos retângulos par
iais. Podemos ent~ao restringira nossa 
onsidera�
~ao a triângulos retângulos.Por transporte 
ongruente, podemos supor que o v�erti
e do ângulo reto do triângulo
onsiderado 
oin
ide 
om a origem do sistema de 
oordenadas. Sejam A e B os outrosv�erti
es. Vamos mostrar que, a
onte
endo a primeira, segunda ou ter
eira hip�oteses doteorema no par�agrafo pre
edente, a soma dos ângulos no triângulo OAB ser�a menor,igual ou maior que dois ângulos retos. Com isso �
ar�a provado que todo outro triânguloarbitr�ario ter�a soma dos ângulos menor, igual o maior a dois ângulos retos.Para isso pre
issamos mostrar apenas (veja Fig. 18, 19, 20), que 
ada um dosângulos OAB e OBA, transportado 
ongruentemente para O, tornou-se pseudo-menor(permane
eu pseudo-igual ou tornou-se pseudo-maior), de a
ordo 
om a hip�otese assum-ida; pois a soma dos ângulos no triângulo OAB �e, 
omo sabemos, pseudo-
ongruentea dois ângulos retos e, para ângulos 
om v�erti
e em O, 
ongruên
ia signi�
a o mesmoque pseudo-
ongruên
ia.
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Fig. 20Para este �m, dividimosOA ao meio em C e transportamos pseudo-
ongruentemente
CA a partir de O at�e D; ent~ao, pela nossa hip�otese, D est�a entre O e C (ou D 
oin-
ide 
om C, ou C est�a entre O e D). Al�em disso levantamos por C uma perpendi
-ular e ligamos o ponto de en
ontro F desta perpendi
ular 
om AB a O; da mesmaforma levantamos por D uma perpendi
ular, que 
ortar�a em G a perpendi
ular a OBlevantada por F. Ent~ao DG@CF. O triângulo ACF �e 
ongruente ao triângulo OCF,
onseq�uentemente, o ângulo OAB �e 
ongruente ao ângulo DOF; e o triângulo ACF �epseudo-
ongruente ao triângulo DOG, portanto o ângulo OAF �e pseudo-
ongruente aoângulo DOG e �DOF

{
≻≈≺

}

�DOG. Por 
onseguinte, o ângulo OAB, que transporta-mos 
ongruentemente ao ângulo AOF, �
ou pseudo-menor, (permane
eu pseudo-igual,�
ou pseudo-maior), 
omo devia ser demonstrado. O mesmo se segue para o ângulo
OBA. Em 
onseq�uên
ia, a soma dos ângulos em todos os triângulos ser�a, dependendoda hip�otese que es
olhamos, S 2R, o que no ��ni
io haviamos a�rmado.Cap��tulo III.

Relações entre as Hipóteses sobre a Soma dos Ângulos no
Triângulo e as Hipóteses sobre Paralelas.

§8.

A Geometria não-Legendriana.O assim 
hamado primeiro teorema de Legendre, 
omo men
ionado na introdu�
~ao,diz que a soma dos ângulos em um triângulo nun
a pode ser maior que dois retos.Conven
emo-nos fa
ilmente de que, 
om os m�etodos empregados at�e agora, a provadeste teorema n~ao se pode produzir. Resta investigar se, de alguma forma, �e poss��velprov�a-lo sem auxilio do axioma de Arquimedes. Se fosse imposs��vel, isto signi�
aria queas três hip�oteses distintas sobre existên
ia e quantidade de retas que passam porum ponto e n~ao 
ortam uma reta n~ao 
oin
idem 
om as três hip�oteses diferentessobre a grandeza da soma dos ângulos de um triângulo. Sabidamente segue-se, 
omaux��lio da 
ontinuidade, que a soma dos ângulos no triângulo �e maior, igual ou menorque dois retos, dependendo de se, por um ponto a uma reta, nenhuma, uma ou in�nitas



173paralelas existam; ou seja 
ada uma das três diferentes hip�oteses 
oin
ide 
om as outrastrês em toda geometria Arquimediana. Primeiramente vamos mostrar que existe umaGeometria na qual, a partir de um ponto, in�nitas paralelas a uma reta s~ao poss��veis e,apesar disso, a soma dos ângulos �e maior que dois retos. Com isso �
a demonstrada aimpossibilidade de provar o primeiro teorema de Legendre e mostrado que a hip�otesedo ângulo obtuso, 
omo Sa

heri a nomeia, n~ao 
oin
ide 
om a hipotese da �nitudedas retas. Em 
ontinua�
~ao, vamos provar ainda alguns teoremas que dever~ao es
lare
era 
onex~ao entre os dois grupos de hip�oteses.No que se segue, vamos tomar por base o dom��nio dos n�umeros 
omplexos Ω(t),que �e introduzido no x12 de [1℄, para 
onstruir uma geometria \n~ao-Arquimediana".Vamos repeti-lo aqui brevemente: Ω(t) �e o dom��nio de todas as fun�
~oes alg�ebri
as em
t, que derivam de t atrav�es das quatro opera�
~oes de adi�
~ao, subtra�
~ao, multipli
a�
~ao edivis~ao e da quinta opera�
~ao √1+ω2, onde ω �e uma fun�
~ao qualquer oriunda dessas
in
o opera�
~oes. En
aramos ent~ao as fun�
~oes do dom��nio Ω(t) 
omo uma esp�e
ie den�umero 
omplexo, para os quais as opera�
~oes aritm�eti
as habituais s~ao todas v�alidas.Al�em disso dizemos que, se a e b s~ao dois n�umeros distintos neste sistema de n�umeros
omplexos, o n�umero a �e maior ou menor que b (a > b, a < b) 
onforme a diferen�
a
c = a−b, 
omo fun�
~ao de t, para valores positivos su�
ientemente grandes seja semprepositiva ou negativa. Por essa 
onstata�
~ao, 
on
lu��mos que as leis habituais que dizemrespeito �as rela�
~oes de \maior" e \menor" s~ao tamb�em satisfeitas neste sistema den�umeros 
omplexos.A partir destes n�umeros, 
onstru��mos uma Geometria plana: imaginemos um sistemade pares de n�umeros do dom��nio Ω(t) 
omo um ponto e as triplas de três n�umerosarbitr�arios (u : v : w) de Ω, sendo u e v n~ao simultaneamente nulos, 
omo uma reta.Al�em disso, se esses n�umeros satis�zerem a equa�
~ao:

ux+ vy+w = 0dizemos que o ponto (x,y) est�a sobre a reta u : v : w. Se 
onsideramos as 
onstata�
~oessobre ordem dos elementos e transporte de segmentos e ângulos, 
omo na geometriaanal��ti
a habitual, surge ent~ao uma geometria na qual a totalidade dos axiomas �e sat-isfeita, 
om ex
e�
~ao do axioma de Arquimedes.Nesse plano n~ao-Arquimediano, vamor 
ontruir primeiramente uma geometria \e-l��pti
a" ou \Riemanniana". Isto pode, 
omo se sabe, su
eder-se da seguinte forma:Estabele
emos 
omo base a equa�
~ao de uma 
ôni
a imagin�aria, a saber:
x2 + y2 + 1 = 0Pontos e retas s~ao pontos e retas da geometria subja
ente, in
lusive a reta in�nitamentedistante e seus pontos. Duas �guras na nossa geometria s~ao 
ongruentes quando uma



174deriva da outra atrav�es de transforma�
~oes reais lineares que levam a 
ôni
a subja
enteem si mesma. Nesta geometria valem todos os axiomas, ex
eto o Eu
lidiano e Arqui-mediano. Devemos 
ontudo introduzir modi�
a�
~oes nos axiomas de ordem. No entanton~ao vamo-nos deter neles, j�a que para nosso objetivo n~ao s~ao relevantes.Nesta geometria el��pti
a, delimitamos uma regi~ao na qual denominaremos pontosde nossa nova geometria apenas aqueles 
ujas 
oordenadas x,y satisfazem as seguintes
ondi�
~oes:
+n

t
>

{
x

y

}

>
−n

t
,onde n �e um n�umero ra
ional arbitr�ario. As retas de nossa geometria s~ao as retas dageometria el��pti
a, desde que as 
oordenadas dos pontos sobre as mesmas satisfa�
amas 
ondi�
~oes supra
itadas. De�nimos igualmente o transporte de segmentos e ângulos
omo na geometria el��pti
a de forma que, quando, nesta geometria, dois segmentos ouângulos s~ao 
ongruentes, tamb�em o sejam na nossa. Pre
isamos ent~ao mostrar que,atrav�es do transporte de segmentos e ângulos, n~ao podemos ultrapassar nossa regi~ao.Isto se d�a da seguinte forma:Transportamos um segmento arbitr�ario c sobre o eixo dos x a partir da origem Oat�e P e, a partir de P, um segmento c1 
ongruente a c at�e Q. Examinemos se Q aindaperten
e �a nossa regi~ao. Pela de�ni�
~ao, segue que, se i representa √−1:

(i− (c + c1))(i+ c)
(i− c)(i+ (c+ c1)) =

i− c

i+ cpois segmentos 
ongruentes sobre a mesma reta possuem 
om os pontos onde essas retasinter
eptam a 
ôni
a fundamental a mesma raz~ao anarmôni
a.Disso segue-se que:
c + c1 = 2c1− c2e 
omo, pela de�ni�
~ao, c �e maior que −n

t
e menor que +n

t
, temos:

−2n
t1− (n
t

)2 < c + c1 < +2n
t1− (n
t

)2Entretanto,
nt

t2 − n2 < 2n
tdonde se segue que: 2n2 < t2,que 
ertamente est�a 
orreto.



175Conseq�uentemente
−4n
t

< c+ c1 < +4n
t

.
Q jaz, portanto, dentro de nossa regi~ao. Ent~ao n~ao ultrapassamos a nossa regi~ao aotransportar qualquer segmento sobre uma reta passando por O para a mesma ou umaoutra reta passando por O, fato do qual �
amos imediatamente 
onven
idos. Pois asretas que passam por O s~ao levadas 
ongruentemente umas nas outras no sentido danossa geometria por rota�
~oes em torno de O e essas rota�
~oes levam pontos da nossaregi~ao em pontos tamb�em da regi~ao. Uma rota�
~ao �e bem representada atrav�es dasequa�
~oes:

x ′ =
a√

a2 + b2x − b√
a2 + b2y,

y ′ =
b√

a2 + b2x + a√
a2 + b2ySuposto �e que:

−n

t
<

{
x

y

}

<
+n

tPortanto:
−
n

t
−
n

t
<

{
x ′

y ′

}

<
n

t
+
n

tou
−
2n
t
<

{
x ′

y ′

}

< +
2n
t
,
om o que nossa a�rmativa est�a provada.Em segundo lugar, transportamos o segmento arbitr�ario OP = c de um ponto do eixodos x 
om 
oordenada (d, 0) sobre uma perpendi
ular ao eixo dos x. Vamos examinar sea outra extremidade do segmento ainda est�a dentro da nossa regi~ao. Esta extremidadetem 
oordenadas (d, e). Ent~ao segue da nossa de�ni�
~ao de 
ongruên
ia que:

i− c

i+ c
=
i
√1+ d2 − e
i
√1+ d2 + ee

e = c
√1+ d2ent~ao:

−
n

t
<

{
d

e

}

< +
n

te
√1+ (n

t

)2
< 2.



176Conseq�uentemente:
−
2n
t
< e < +

2n
tPortanto a outra extremidade de e jaz em nossa regi~ao. Como e > c, 
omo de
orredas f�ormulas a
ima, segue imediatamente que n~ao se 
onsegue ultraspassar a regi~aoatrav�es do transporte inverso. Se temos agora o segmento arbitr�ario AB sobre a reta

a e desejamos transport�a-lo a partir do ponto A ′ sobre a reta arbitr�aria a ′ da nossaregi~ao. Baixamos por O perpendi
ulares a a e a ′ que 
ortam essas retas em C e Drespetivamente. C e D devem visivelmente ser pontos da nossa regi~ao, se a e a ′ s~aoretas da nossa regi~ao. Ent~ao de
orre por 
onta das duas possibilidades anteriormentemostradas para transporte 
ongruente que n�os podemos transportar tamb�em o segmento
AB sobre a reta a ′ a partir do ponto A ′ para ambos dos lados sem ultrapassar a regi~aodelimitada do plano n~ao-arquimediano.�E 
laro que, atrav�es do transporte de ângulos, tamb�em n~ao 
onseguimos sair danossa regi~ao. Estamos portanto prontos para enun
iar o seguinte teorema:A Geometria que a
abou de ser introduzida satisfaz todos os axiomas 
omex
e�
~ao do Eu
lidiano e do Arquimediano.O sistema de 
oordenadas n~ao-arquimediano utilizado na 
onstru�
~ao desta Geo-metria 
orresponde inteiramente ao sistema da pseudo-geometria utilizado em nossas
onsidera�
~oes pr�evias. Vimos que, quando transportamos o segmento OP = c 
ongru-entemente a partir de P at�e Q, PQ = c1 pode-se expressar da seguinte maneira emfun�
~ao de c:

c1 = c(1+ c21− c2) > cA mesma rela�
~ao ter��amos antes expressado da seguinte maneira:
c1 ≈ c(1+ c21− c2) ≻ cPor�em mostramos que, quando em uma geometria c1 �e pseudo-maior que c, a soma dosângulos em todo triângulo �e maior que dois retos.Conseq�uentemente 
onstru��mos uma Geometria que satifaz todos os axiomasI, II, IV e na qual, al�em disso, por um ponto passam in�nitas paralelas a 
adareta e a soma dos ângulos em qualquer triângulo �e maior que dois ângulos retos.O axioma de Arquimedes n~ao vale.Com isto est�a demonstrada a impossibilidade de provar o primeiro teorema deLegendre sem aux��lio do axioma de Arquimedes. A geometria auxiliar utilizada emesta prova demominamos geometria \n~ao-Legendriana", que j�a haviamos men
ionado



177na introdu�
~ao.
§9.

A Geometria Semi-Euclidiana.Vamos examinar mais de perto, 
omo dito a
ima, a 
onex~ao entre as hip�oteses dasoma dos ângulos no triângulo e a quantidade e existên
ia de paralelas. Para isso
onstru��mos primeiramente no plano n~ao-Arquimediano, empregado no par�agrafo an-teriores, uma segunda geometria. Os pontos da mesma s~ao aqueles 
ujas 
oordenadassatifazem as 
ondi�
~oes:
−n <

{
x

y

}

< nonde n signi�
a um n�umero ra
ional positivo arbit�ario. As retas de nossa geometrias~ao as retas da geometria subja
ente, 
ontanto que as 
oordenadas dos pontos sobre asmesmas satifa�
am a 
ondi�
~ao estabele
ida a
ima. De�nimos o transporte de segmentose ângulos da mesma forma que na Geometria Eu
lidiana subja
ente, de forma que,quando nesta dois segmentos ou ângulos s~ao 
ongruentes, eles tamb�em o sejam na nossa.Exatamente 
omo na geometria que a
abamos de 
onstruir, �e nossa tarefa demonstrarque, atrav�es do transporte de segmentos e ângulos, nun
a ultrapassamos a nossa regi~aode pontos. Primeiramente �
a 
laro que a transforma�
~ao
x ′ = x + a,
y ′ = y + b,que representa o deslo
amento paralelo de segmentos e ângulos, n~ao leva pontos danossa regi~ao em pontos que n~ao pertem�
am �a mesma, pois, pela de�ni�
~ao,

−n <






x

y

a

b






< +ne, 
onseq�uentemente,
−2n < {

x ′

y ′

}

< +2n,o que 
orresponde �a nossa a�rmativa.Para podermos implementar a totalidade das opera�
~oes de transporte, temos aindaque a
res
entar uma rota�
~ao em torno do origem do sistema de 
oordenadas O. Esta �e



178representada pelas equa�
~oes de transforma�
~ao:
x ′ =

a√
a2 + b2x − b√

a2 + b2y,
y ′ =

b√
a2 + b2x + a√

a2 + b2ysendo:
−n <

{
x

y

}

< +n.Ent~ao:
−n − n <

{
x ′

y ′

}

< +n + n

−2n < {
x ′

y ′

}

< +2n
om que nossa a�rmativa est�a provada.Nesta geometria assim 
onstru��da vale a totalidade dos axiomas dos grupos I, II,IV. Al�em disso, temos igualmente v�alidos todos os teoremas da geometria Eu
lidianahabitual, desde que tenham a ver 
om um peda�
o \limitado" do espa�
o. A soma dosângulos em todo triângulo �e dois ângulos retos, h�a retângulos e triângulos semelhantesn~ao 
ongruentes.Entretanto por um ponto fora de uma reta h�a mais de uma reta que n~ao a 
orta: oaxioma das paralelas n~ao vale. Se eu(13) ligar por exemplo o ponto (t, 0) ao ponto (0, 1),ent~ao esta reta perten
e �a nossa regi~ao, pois ela liga dos pontos da mesma: os pontos
(0, 1) e (1, t−1

t

). Esta reta, entretanto, n~ao 
orta o eixo 
oordenado y = 0 em um pontoda nossa regi~ao; muito menos a reta que passa por (−t, 0) e (0, 1), que �e distinta daprimeira.O resultado �e portanto:Existem geometrias n~ao-Arquimedianas nas quais o axioma das paralelas n~ao�e v�alido e, apesar disso, a soma dos ângulos em todo triângulo �e igual a doisângulos retos.Tal geometria denominamos \semi-eu
lidiana".De
orre portanto que nenhum dos teoremas: A soma dos ângulos no triângulo perfazdois retos; a 
urva equidistante �e uma reta; et
. . . pode ser 
onsiderado equivalente aoAxioma das paralelas e que Eu
lides, ao estabele
er tal axioma, fê-lo 
orretamente.(13)N. do T. O autor expressa-se em primeira pessoa.
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§10.

O Teorema de Legendre na Geometria Eĺıptica.Para 
on
luir, vamos tratar brevemente neste 
ontexto a geometria el��pti
a. Namesma, �e suposto que todas as retas realmente se 
ortem. Para que esta hip�otesen~ao 
ontradiga os axiomas, devemos introduzir uma pequena mudan�
a nos axiomas dogrupo II - os Axiomas de Ordem. Nada impede, entretanto, de introduzir em umatal geometria a pseudo-geometria v�arias vezes empregada e tamb�em deduzir todos osteoremas do x6. Consideramos uma reta passando pelo ponto O e seja J o seu pontoin�nitamente distante. Ent~ao posso en
ontrar um ponto J1 sobre OJ de forma que
OJ1 ≡ J1J, pois J �e um ponto real na geometria el��pti
a. Al�em disso, seja OJ2 ≡ J2J1. Se
OJ2 n~ao fosse pseudo-menor que J2J1, deveria OJ1 ser pseudo-maior que J1J de a
ordo
om teorema no x6, o que naturalmente n~ao �e o 
aso. Ent~ao, pelo mesmo teorema, todosegmentoOA �e pseudo-menor que o segmentoAA1 transportado 
ongruentemente aOAa partir de A do mesmo lado. Segue-se portanto, pelo teorema do x7, que a soma dosângulos em todo triângulo �e maior que dois ângulos retos. Temos portanto o resultado:Se, em uma Geometria, n~ao existem paralelas e nela valem todos os axiomasdos grupos I, IV e os modi�
ados do grupo II, ent~ao a soma dos ângulos em todotriângulo �e sempre maior que dois ângulos retos.Este teorema expressa o mui surpreendete fato de que vale o an�alogo do primeiroteorema de Legendre para o 
aso de n~ao existên
ia de paralelas (sem assumir a 
on-tinuidade).Podemos 
lassi�
ar os resultados �uni
os assim obtidos na seguinte tabela:



180A soma dosângulos em umtriângulo: Por um ponto a uma reta existem:
Nehuma Paralela Uma Paralela In�nitas Paralelas

> 2R GeometriaEl��pti
a (Imposs��vel) Geometrian~ao-Legendriana
= 2R (Imposs��vel) GeometriaEu
lidiana GeometriaSemi-Eu
lidiana
< 2R (Imposs��vel) (Imposs��vel) GeometriaHiperb�oli
aPara 
on
luir, 
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Apêndice B

G. VERONESE||{LA GEOMETRIA NON-ARQUIMEDEA|||||{L'argomento da me s
elto �e quello stesso 
he ero stato invitato a trattare nel Congressodi Heidelberg, parendomi 
he an
he oggi possa interessarVi, spe
ialmente dopo 
hematemati
i, 
ome il Poin
ar�e, ne ri
onobbero l'importanza. La 
riti
a ne ha gi�ari
onos
iuta la validit�a logi
a, onde piuttosto 
he un'esposizione sistemati
a, 
ome avreifatto ad Heidelberg, 
redo utile di mettere ora in rilievo al
une questioni di 
ontenutoe di metodo, 
he si riatta

ano 
oll'essenza dei prin
ip̂� della matemati
a pura e dellageometria, e sulle quali non parmi siano an
ora 
on
ordi i geometri, pur trattandosi diargomenti geometri
i(1).Che 
osa �e la Geometria non-Ar
himedea? �E essa valida quale sistema diverit�a astratta? E soddisfa essa pure alle 
ondizioni quali deve essere assoggettataogni sistema geometri
oSarebbe inutile ri
ordare qui le dis
ussioni se
olari intomo all'in�nito e all'in�nitesi-mo attuale; nella storia troviamo matemati
i favorevoli e 
ontrari, da un lato ad es. G.Bernoulli, dall'altro Gauss, inde
iso tra l'uno e l'altro Leibnitz, altri inve
e, 
omeG. Cantor favorevoli all'in�nito attuale e 
ontrari all'in�nitesimo attuale, 
onsideratoquale segmento rettilineo 
ontinuo.(1)Non essendo stata tenuta la 
onferenza al Congresso, per
h�e l'A. si �e ammalato appena giunto aRoma, �e man
ato uno dei suoi s
opi, quello 
io�e di promuovere una dis
ussione in seno al Congressomedesimo intorno a questi argomenti. 183



184Queste dis
ussioni si erano, si pu�o dire, assopite, quando l'analisi, mer�e il 
on
ettodi limite, si adagi�o su basi si
ure nel 
ampo della grandezza �nita ed era prevalsa latendenza 
ontraria all'in�nito ed in�nitesimo attuale, provo
ata an
he dal tentativofallito di una geometria dell'in�nito di Fontenelle(2).Ma nonostante 
he Gauss protestasse 
ontro l'uso nella matemati
a della grandezzain�nita determinata, qua e l�a risorgevano le anti
he dispute.II fatto �e per�o 
he nessuno aveva de�nito bene 
he 
osa intendeva per in�nito e in-�nitesimo attuale, 
he possono avere, 
ome si vide poi, forme diverse; non lo de�n��il Bernoulli, n�e pi�u re
entemente l'idealista del Du Bois Reymond. Ne �e unade�nizione a

ettabile dell'in�nitesimo attuale quella del Poisson. Ma d'un trattola lu
e 
omin
iava a di�ondersi 
on l'introduzione legittima di grandezze in�nite e in-�nitesime attuali, 
io�e 
oi numeri trans�niti di G. Cantor, 
oi momenti dello Stolze 
ogli ordini di in�nito delle funzioni del Du Bois Reymond. Ma non si trattavadi in�niti e in�nitesimi geometri
i. Il Cantor fa
endo uso dei suoi numeri trans�nitia�ermava di aver dimostrata la impossibilit�a dell'in�nitesimo attuale quale segmentorettilineo 
ontinuo. O. Stolz aveva gi�a fatto rilevare 
he la questione dell'esistenzadell'in�nito e dell'in�nitesimo attuale dipende da un assioma se
ondo il quale dati duesegmenti rettilinei, l'uno minore dell'altro, vi �e sempre un multiplo del minore, se
ondoun numero intero �nito, 
he supera il segmento maggiore. Questo assioma fu 
hiamatoda Stolz 
ol nome di Ar
himede, per
h�e �e il V assioma dell'opera De Sphoera et
ylindro del grande sira
usano, ma 
he era stato usato an
he da altri(3).Lo Stolz fa
eva rilevare 
he la dimostrazione del Cantor non poteva to

are n�e isuoi momenti n�e gli ordini di in�nito del Du Bois Reymond, i quali pur non sod-disfa
endo all'assioma d'Ar
himede, non sono grandezze lineari, mentre lo Stolza�ermava pure l'impossibilit�a del segmento rettilineo in�nitesimo attuale dando unadimostrazione dell'assioma stesso partendo dal postulato del 
ontinuo nella forma datada Dedekind. An
he dai postulati del 
ontinuo dati da Weierstrass e Cantor,sotto forme pi�u proprie al 
al
olo, si dedu
e, 
ome da quello di Dedekind, l'assioma diAr
himede(4).(2) �El. de G�eom. de l'in�ni (Paris, 1727). Vedi A., Fondamenti di Geom., 1891, pag. 620, trad.tedes
a di A. S
hepp, 1894, pag. 697. Nulla hanno a 
he fare 
olla geometria non arquimedea gli in�nitidel Fontenelle, 
ontrariamente a quanto a�erm�o il sig. Cantor (Math. Ann., 46)(3)Vedi A., Fondamenti di Geometria, Appendi
e. A proposito delle re
enti dis
ussioni sui numeritrans�niti di Cantor, veggasi S
hoenflies, Die Entwi
klung der Lehre von den Punktmannig-faltigkeiten, 1908. Per gli in�niti del Du Bois Reymond veggansi an
he i re
enti lavori di Borel e E.Bortolotti.(4)Il prof. Enriques, 
he nel suo s
ritto sui prin
ip̂� della geometria (En
ik. der math. Wissens
h III,1, 1907) riferis
e esattamente sulla geometria non ar
himedea, in
orre per�o in un equivo
o quando eglid�a al postulato del 
ontinuo di Cantor (Math. Ann., vol. V) una forma equivalente a quella da medata, 
on
ludendo 
he dal postulato del Cantor non si dedu
e l'assioma d'Ar
himede.



185Non si trattava adunque di vedere se esistevano grandezze in�nite ed in�nitesime,bens�� se esistevano segmenti rettilinei in�niti e in�nitesimi attuali, tali da soddisfare lepropriet�a fondamentali della retta, e

etto l'assioma d'Ar
himede.E le vie ordinarie sembravano 
hiuse dopo le dimostrazioni di Cantor e di Stolz.Non era dunque per via analiti
a 
he potevano presentarsi spontaneamente questi seg-menti, poi
h�e i detti autori partivano dalla 
orrispondenza biunivo
a del 
ontinuo intu-itivo 
on quello numeri
o, o dai numeri trans�niti di Cantor, 
he sembravano esserei soli numeri trans�niti, allo stesso modo 
he non si poteva presentare spontaneamente
oll'analisi lo spazio generale a in�nite dimensioni, quando si potevano 
onsideraresoltanto delle variet�a a un numero �nito di variabili.La risposta doveva darla il 
ontinuo rettilineo stesso, intuitivamente 
onside-rato, e diviso nei suoi possibili elementi. E allora 
i siamo a

orti 
he i postulatisunnominati del 
ontinuo 
ontengono qual
he 
osa 
he non �e suggerita ne
essariamentedallo stesso 
ontinuo. Questo 
ontinuo infatti 
i �e fornito dall'esperienza; il segnarvidei punti per la sua determinazione o per le operazioni prati
he 
he dobbiamo fare 
onesso �e un'operazione arbitraria nostra. Empiri
amente lo vediamo 
omposto di puntimateriali, gli uni a

anto agli altri, oppure di trattini prati
amente indivisibili. Seidealizziamo il punto riguardandolo 
ome estremit�a della linea, noi vediamo 
he essonon pu�o 
omporre il 
ontinuo, per
h�e 
i troviamo sempre dinanzi ad un segmento 
he
omprende idealmente almeno altri punti distinti dagli estremi. Il postulato 
he a tuttii numeri razionali 
orrispondono dei punti non �e prati
amente veri�
ato, e idealizzandoil punto e il segmento nel senso 
he esso 
omprenda sempre dei punti distinti dagliestremi, non �e pi�u giusti�
ata la 
orrispondenza biunivo
a fra i punti della rotta ei numeri reali ordinari. Allo Stolz avevo gi�a osservato 
he l'assioma d'Ar
himedesi dedu
e dal postulato del 
ontinuo di Dedekind, per
h�e an
he questo postulato sibasa sulla 
orrispondenza suddetta, ma 
he si pu�o separare l'assioma d'Ar
himede daquello del 
ontinuo dando a questo la forma seguente. Se in un segmento AB esisteun segmento (XX ′) variabile tale 
he AX sia sempre 
res
ente e minore di AX ′;e (XX ′) diventa inde�nitamente pi

olo (
io�e pi�u pi

olo di ogni segmento dato),sempre de
res
ente, esso 
ontiene un punto Y distinto da X e X ′.Al postulato del 
ontinuo nella nuova forma ne va aggiunto un altro analogo a quellodiAr
himede, e 
io�e 
he se α e β sono due segmenti rettilinei tali 
he 
e α sia minoredi β, si pu�o 
ostruire un multiplo α se
ondo un simbolo di multiparit�a η 
he superi
β. Naturalmente se η �e un numero intero �nito questo postulato diventa l'assioma diAr
himede.E nei Fondamenti ho appunto 
ostruiti dei segmenti in�niti e in�nitesimi attuali
he soddisfano alla 
ondizione 
he dato α 
ome unit�a si pu�o 
ostruire β e vi
e-



186versa (5). Con questi segmenti si possono eseguire tutte le solite operazioni di addizionee di sottrazione, 
ome si possono trovarne i multipli e summultipli eseguendo 
on essivarie operazioni razionali e irrazionali, 
osi

h�e 
oi simboli (numeri) 
he rappresen-tano questi segmenti si possono eseguire le operazioni fondamentali, per le qualivalgono le regole ordinarie. Naturalmente posta dinanzi, 
ome si doveva, la ques-tione dell'esistenza dei segmenti in�niti e in�nitesimi attuali, la 
on
ezione aritmeti
adi questi numeri doveva stare in se
onda linea, per
h�e per 
i�o 
he dissi era oppor-tuno a�rontare dapprima tale questione non dal lato aritmeti
o, ma da quellogeometri
o.E fu questa insuÆ
ienza giusti�
ata di sviluppo aritmeti
o 
he diede origine adal
une 
riti
he 
ontro i nuovi in�niti e in�nitesimi. Ed �e per
i�o 
he il prof. Levi-Civita, an
ora quando era studente, dietro mio 
onsiglio, tratt�o per primo il problemadal lato aritmeti
o, 
ostruendo i detti numeri per via aritmeti
a e 
ompletandoli anzi
on l'introduzione di nuove unit�a, ne
essarie per altre operazioni. D'altro 
anto il sig.Hilbert 
on la 
ostruzione di un 
ampo geometri
o non-ar
himedeo veniva a dare una
onferma autorevole alla possibilit�a logi
a di una tale geometria, e il sig. Bindoninella sua tesi di laurea dimostrava 
ome il 
ampo geometri
o di Hilbert sia 
ompresonel mio. Le re
enti ri
er
he sulla teoria degli aggregati, an
he del sig. S
hoenflies,
onfermano la validit�a logi
a di questa geometria, e le ultime ri
er
he sul problemadel 
ontinuo rettilineo a
quistano 
os�� maggior interesse, rimanendo per�o da stabilirein modo de�nitivo se, 
ome pare, sia un solo il tipo dei numeri 
he vi soddisfano,an
he aggiungendovi o

orrendo altre unit�a, questioni 
odeste di 
ui si o

uparonore
entemente i signori Hahn, S
hoenflies e Wahlen.Assodata la validit�a logi
a del 
ontinuo rettilineo non-ar
himedeo, ne 
onseguepure quella della geometria non-ar
himedea, per la quale nei miei Fondamenti hos
elto la forma Riemanniana. E si ha 
he in un 
ampo in�nitesimo intorno ad unpunto, 
onsiderando soltanto i segmenti �niti fra loro, o 
he soddisfano all'assiomad'Arquimede, vale la geometria eu
lidea. Questo teorema fu poi dimostrato dalLevi-Civita an
he per la geometria non-ar
himedea di Eu
lide e di Bolyai-Lo-bats
hewsky.E di questo teorema si possono riguardare 
ome 
orollari i teoremi del sig. Dehn,trovati seguendo il metodo di Hilbert, sulle relazioni della somma degli angoli di untriangolo 
on le parallele 
ondotte da un punto ad una retta, vale a dire 
he esistonodue sistemi geometri
i non-ar
himedei nei quali la somma degli angoli di un triangolo�e maggiore di due o eguale a due retti, mentre da un punto si possono 
ondurre pi�u(5)Vedi an
he., Il 
ontinuo rettilineo e l'assioma d'Ar
himede (Atti R. A

. dei Lin
ei 1890).Hoelder, Der Quantit�at und die Lehre vom Mass (Leipz. Ber., 1901). An
he sulla Geometrianon arquimedea si pu�o parlare della misurabilit�a dei segmenti quando uno di essi sia preso 
ome unit�afondamentale di misura.



187parallele ad una retta data (6).La validit�a logi
a della geometria non-ar
himedea porta 
on s�e l'indipendenza dellateor��a delle proporzioni, 
ome quella della proiettivit�a dal postulato di Ar
himede, di
ui pure si o

uparono seguendo metodi pi�u sempli
i altri geometri, fra i quali Hilberte S
hur.
⋆

⋆ ⋆Ma assodata la validit�a logi
a della geometria non-ar
himedea rimane la questionedel 
ontenuto e del metodo 
he furono pure oggetto di 
riti
he, sebbene meno deter-minate. Permettetemi di intrattenerVi, per quanto il tempo me lo 
onsente, su questopunto 
he pu�o sembrare esorbiti dal 
ampo matemati
o a 
hi �e abituato nelle ri
er
hesuperiori della s
ienza a badare soltanto ai risultati, e a non dare importanza al 
on-tenuto degli oggetti matemati
i e al metodo, mentre il 
ontenuto �e di per s�e un elementoessenziale nei prin
ipi della s
ienza e il metodo non bene s
elto, possa an
he 
ondurrea petizioni di prin
ipio. Io mi servir�o sotto altra veste di 
onsiderazioni, gi�a ve

hie, dame svolte nei Fondamenti di Geometria, e prima an
ora in lezioni date all'Universit�adi Padova tra il 1885 e il 1890 
he servirono di preparazione alla pubbli
azione deiFondamenti stessi, tenendo ora 
onto delle pubbli
azioni su

essive.Gli oggetti della matemati
a pura non hanno ne
essariamente una rappresen-tazione fuori del pensiero, ad es. il numero, 
he �e nella sua prima formazione ilrisultato dell'operazione mentale dell'enumerare degli oggetti an
he astratti. La verit�aha il suo primo fondamento sui prin
ip̂� logi
i e su sempli
i operazioni mentaliuniversalmente 
onsentite. La libert�a dello spirito nelle sue 
reazioni �e limitatasoltanto dal prin
ipio di 
ontraddizione, onde un'ipotesi �e matemati
amente possibilequando non �e in 
ontraddizione 
olle premesse. La matemati
a pura, 
ome la logi
aformale, �e per noi esatta.La Geometria inve
e ha la sua origine nell'osservazione diretta degli oggettidel mondo esteriore, 
he �e lo spazio �si
o, e dall'osservazione idealizzata di essitrae le sue prime e pre
ise verit�a indimostrabili e ne
essarie al suo svolgimentoteoreti
o, 
he sono gli assiomi propriamente detti, 
ome ad es. quello 
he per duepunti nel 
ampo della nostra osservazione passa un solo oggetto rettilineo. Ma per essereesatta la geometria essa deve rappresentare gli oggetti forniti dall'osservazione permezzo di forme astratte o mentali e gli assiomi 
on ipotesi bene determinate,indipendenti 
io�e dall'intuizione spaziale, 
osi

h�e la geometria diventi parte della(6)Basta infatti 
onsiderare un 
ampo in�nitesimo non ar
himedeo nel quale la somma degli angoli diun triangolo nella geometria Rimanniana o ellitti
a �e maggiore di due retti e nella geometria Eu
lidea�e eguale a due retti, o per un punto passano in�nite parallele ad una retta data, quando si 
onsideri laparte di esse retto 
omprese nel 
ampo suddetto.



188matemati
a pura, ossia dell'estensione astratta (Ausdehnungslehre), dove il geometrapro
eda nelle sue 
ostruzioni senza bisogno di vedere se esse abbiano o no una rappre-sentazione esteriore, �n
h�e non le appli
hi al mondo �si
o, senza per questo 
he egliabbia ad abbandonare la visione delle �gure e tutti i vantaggi 
he derivano dall'usodell'intuizione nella ri
er
a geometri
a. Epper�o la esattezza della geometria sar�a tantomaggiore quanto pi�u si
ura sar�a quella degli assiomi suggeriti dall'osservazione e quindiquanto pi�u essi saranno sempli
i e nel minor numero(7). Ed invero l'osservazione non�e 
he approssimativa e talora an
he apparente e falla
e, 
ome quando muovendo
i noivediamo 
ambiare la grandezza degli oggetti, mentre dalle leggi della prospettiva si sa
he tale fatto non sussiste. Evitando ad es. l'assioma fondamentale del piano, ridu
endo
io�e gli assiomi a quelli pi�u sempli
i della retta e fra due rette, non solo si rimedia aldifetto ris
ontrato da Gauss in quell'assioma, ma si risparmia la dimostrazione dellapossibilit�a di tale assioma quando lo si estende a tutto il piano illimitato, oltre 
he si d�aalla 
ostruzione dello spazio a quattro dimensioni la stessa origine geometri
a di quelladel piano e dello spazio ordinario. Certo 
he la ri
hiesta della sempli
it�a e del minornumero degli assiomi 
ondu
e a inevitabili e minuziose ri
er
he. E questa minuziosit�afa perdere di vista i 
on
etti generali e 
ostituis
e una delle diÆ
olt�a nella lettura ditali ri
er
he, ove non si supponga nulla di matemati
amente noto, e si ponga dinanzi as�e tutto il problema dei prin
ip̂�, 
ome nei Fondamenti. �E 
hiaro an
he 
he gli assiomidevono essere 
onsentiti universalmente, epper
i�o possiamo ammettere 
ome evi-denti e quindi indimostrabili soltanto gli assiomi 
on
essi dal �losofo empirista,pei quali �e inutile dare la dimostrazione della loro 
ompatibilit�a logi
a. Ma taledimostrazione �e inve
e ne
essaria quando si estendono questi stessi assiomi allospazio illimitato, dappoi
h�e nessuno ha mai osservato n�e potr�a mai osservare un talespazio. E

o per
h�e non possiamo a

ettare 
ome assioma suggerito dall'osservazione,quello delle parallele, quando si de�nis
ono queste rette 
ome quelle rette del piano 
heprolungate inde�nitamente non si in
ontrano mai, per
h�e nessuno ha mai osservato duetali rette, n�e possiamo ammettere 
ome assioma primitivo tratto dall'osservazione quelload es. 
he la retta illimitata �e un sistema lineare aperto. Ma gli assiomi tratti dallapura osservazione non bastano per la ri
er
a geometri
a. Diventata la geometriaparte della matemati
a pura, o per meglio dire dell'estensione astratta, ammettia-mo poi nella geometria tutte quelle ipotesi o postulati 
he non si 
ontraddi
ono fraloro n�e agli assiomi premessi ; le quali ipotesi o limitano o allargano il 
ampo dellageometria, 
ome ad es., i postulati di Ar
himede, del 
ontinuo, degli spazi a pi�u di tredimensioni, e

., o servono a s
egliere una delle forme possibili determinate da assiomio da ipotesi premesse, 
ome il postulato delle parallele(8).(7)An
he il Klein osserva 
he i dati di ogni osservazione valgono sempre entro 
erti limiti ��i esattezza esotto parti
olari 
ondizioni, mentre quando stabiliamo gli assiomi possiamo porre in luogo di questi datidelle proposizioni di assoluta pre
isione o generalit�a, e fa
endo ri
orso al prin
ipio diMa
h sull'e
onomiadel pensiero egli sostiene pure 
he gli assiomi devono essere sempli
i e nel minor numero (vedi Guta
tenzur Verth. des Lobats
h. Preises, nov. 1897, Kasan, oppure Math. Ann., 50, 1898; Vorles. �u. Ni
ht-Eu
l.Geom., Bd I, 1893).(8)Ad es. nelle Grundlagen der Geometrie di Hilbert il sistema degli assiomi appare inve
e pi�u



189Dalle 
ose dette dis
ende pure 
he bisogna distinguere lo spazio �si
o dallo spaziointuitivo, 
he �e una rappresentazione idealizzata del primo, ed �e un'intuizione, e lospazio intuitivo dallo spazio geometri
o astratto, 
he �e un 
on
etto; forme 
odestenon bene distinte an
he da autori eminenti, 
ome da Helmholtz. Lo spazio geometri-
o astratto �e appunto quella parte dell'estensione pura nella quale �e rappresentatolo spazio intuitivo, ma 
he a sua volta non ha per tutte le sue forme una rappresen-tazione e�ettiva neppure approssimativa, o non �e ne
essario la abbia nello spazio�si
o o intuitivo. Cosi

h�e non solo l'eguaglianza delle �gure geometri
he non �e ne
es-sariamente determinata dal movimento dei 
orpi rigidi, 
ome riteneva Helmholtz, ma�e anzi l'eguaglianza delle �gure, geometri
he (
he dipende a sua volta dal 
on
etto logi
odell'eguaglianza di due 
ose distinte) 
he �e ne
essaria per de�nire il movimento dei 
orpirigidi. Da 
i�o si ha pure un'altra 
onseguenza; 
he la geometria teoreti
a non �e una partedella me

ani
a, 
ome riteneva il Newton, e non dipende dalla f��si
a 
ome opinaval'Helmholtz. La distinzione dello spazio �si
o dallo spazio geometri
o porta 
ons�e dei postulati 
he sono ne
essari soltanto per le prati
he appli
azioni della geo-metria, 
ome quello approssimativo del movimento dei 
orpi rigidi, quello delletre dimensioni, quello pure d'Ar
himede, mentre vi sono postulati dello spaziogeometri
o, 
ome quelli dello spazio generale, del 
ontinuo non-ar
himedeo, 
henon abbiamo bisogno di ammettere per lo spazio �si
o(9).E poi
h�e nello spazio geometri
o, 
he 
ome lo de�nii nei miei Fondamenti, ha in-�nite dimensioni, �e rappresentato lo spazio intuitivo, noi vi possiamo lavorare 
onl'intuizione, immaginando in esso il punto, la retta e il piano 
ome nello spazio ordinarioe operando 
ome nella geometria pura. Ma naturalmente non avendo n�e potendo averel'intuizione di uno spazio a quattro dimensioni, 
ombiniamo l'intuizione 
oll'astrazione,
ome fa

iamo per avere lo spazio illimitato da quello intuitivo, e tanta �e l'abitudine
he a
quistiamo, 
he 
ome 
rediamo d'intuire tutto lo spazio illimitato, 
os�� 
rediamo di
ome un sistema di verit�a astratte arbitrario 
he di verit�a fornite in parte dall'esperienza ed in parteqnali verit�a ne
essarie allo svolgimento logi
o della geometria.(9)A. Fondamenti di Geom. L'es
lusione del movimento dei 
orpi rigidi dalla de�nizione dell'eguaglian-za delle �gure a

olta an
he da Hilbert (1899) e da altri, fu pure a

ettata, ed era pi�u diÆ
ile, in trattatidi geometria elementare dall'A. (1a ediz. 1897) poi da Ingrami, da Enriques e Amaldi. Per quantosiasi molto dis
usso su questa es
lusione, e se ne trovi qual
he tra

ia an
he negli Elementi di Eu
lidestesso, non s'era mai ottenuta e�ettivamente. (Vedi A., Fond. di Geometria. Appendi
e). An
heB. Russel e Poin
ar�e ritengono 
he la possibilit�a del movimento di una �gura invariabile 
ontiene inquesto senso un 
ir
olo vizioso. Anzi il Poin
ar�e ritiene 
he la possibilit�a di questo movimento non siauna verit�a evidente per s�e stessa, o almeno non lo sia 
he allo stesso modo del postulato di Eu
lide. Edinvero la veri�
a empiri
a del postulato delle parallele ai pu�o far dipendere da quella del movimento diuna �gura invariabile. Ma per la distinzione 
he io fa

io di spazio geometri
o da spazio �si
o e quindi trala geometria pura, per la quale il prin
ipio suddetto non �e ne
essario, e le sue prati
he appli
azioni, nonmi a

ordo 
oll'eminente matemati
o fran
ese, quando egli sostiene (senza fare la distinzione suddetta)
he \en �etudiant les d�e�nitions de la g�eom�etrie on voit qu'on est oblig�e d'admettre, sans les demontrer,non seulement la possibilit�e de 
e mouvement, mais en
ore quelques unes de ses propri�et�es". Questoprin
ipio e le sue propriet�a sono ne
essarie inve
e per le prati
he appli
azioni della geometria, 
ome lo �el'assioma delle tre dimensioni dello spazio �si
o.



190vedere due piani 
he si in
ontrano in un solo punto nello spazio a quattro dimensioni(10).Nella distinzione fra spazio �si
o e spazio geometri
o si 
on
iliano e l'a�ermazione diStuart Mill 
he la retta del matemati
o non esiste in natura (dovrebbe dirsi pi�u pro-priamente nello spazio �si
o) e la osservazione del Cayley, 
he non potremmo a�ermare
i�o se non avessimo il 
on
etto della retta.Nella geometria adunque la libert�a dello spirito non �e soltanto limitata dalprin
ipio di 
ontraddizione, 
ome nella matemati
a pura, ma bens�� an
he dai datidell'intuizione spaziale.Non possiamo ammettere ad es. un piano nel quale non valga il teorema di De-sargues sui triangoli omologi
i, n�e un piano nel quale una retta, 
he ruota intornoad un punto non possa assumere la posizione di un'altra retta passante per lo stessopunto, 
ome non potremo ammettere i piani di Bolyai-Lobats
hewsky, di Rie-mann ed ellitti
o se fosse provato 
he intuitivamente vale il postulato di Eu
lide,
ome non potremmo ammettere una geometria nella quale la retta fosse determinata datre anzi
h�e da due punti, mentre queste forme sono possibili nella estensione astrattae possono avere in tutto o in parte una rappresentazione nella stessa geometria; allostesso modo 
he resterebbe vera pur sempre la geometria della super�
ie sferi
a, dellapseudosfera e del piano improprio all'in�nito se valesse �si
amente o intuitivamente ilpostulato di Eu
lide.Ci�o 
ontrasta, ma non 
ontraddi
e al prin
ipio, se
ondo il quale per 
erte 
ategoriedi propriet�a possiamo ritenere equivalenti due enti diversi, ad es. due forme 
he si pos-sono trasformare l'una nell'altra proiettivamente, o birazionalmente, per
h�e 
on questoprin
ipio non si tien 
onto delle altre propriet�a geometri
he o del 
ontenuto degli entistessi 
he ne 
ostituis
e inve
e l'essenza. Ad es. lo spazio �si
o e lo spazio geometri-
o sono di 
ontenuto sostanzialmente diversi fra loro, 
ome sono diversi dalle variet�aanaliti
he 
he li rappresentano, e 
ome la esistenza dello spazio �si
o, 
os�� la 
ostruzionedello spazio geometri
o 
ostituis
e un elemento essenziale della geometria, 
he non vadimenti
ato, 
ome di solito avviene. E 
he il 
ontenuto abbia una importanza fonda-mentale lo dimostra ad es. il fatto 
he il Cayley, il quale ha iniziato lo studio proiettivodella geometria non eu
lidea, riteneva valevole in senso assoluto quella eu
lidea, ondenelle ri
er
he del Cayley pi�u 
he di geometria non eu
lidea si tratta di una rappre-sentazione di essa nella geometria eu
lidea stessa, mutando la nozione della distanza,allo stesso modo 
he la pseudo sfera, la sfera e il piano all'in�nito improprio, sono rap-presentazioni della geometria non eu
lidea in quella eu
lidea. Ora inve
e il 
ontenutodi queste geometrie ha una notevole importanza: esso 
i di
e 
he l'attuale osser-vazione esteriore non �e suÆ
iente a stabilire esattamente l'una o l'altra geometria.(10)Ci�o spiega per
h�e adoperiamo qui la parola spazio anzi
h�e la parola variet�a, 
he ha un signi�
atopi�u esteso ma del tutto generi
o ed astratto.



191E un tale 
ontenuto ha, 
ome si vede, an
he una portata �loso�
a per la forma dellospazio, mentre nessuna potevano averne le ri
er
he del Cayley, 
ome non ne hannola teoria degli immaginari o quella dell'in�nito improprio, per
h�e non si tratta 
he didenominazioni usate per indi
are enti gi�a esistenti ed e�ettivi 
he nulla aggiungonoalla genesi dello spazio.Da tutto 
i�o emerge an
he 
he le ri
er
he matemati
he sui prin
ipi della s
ienzasono bene distinte e devono tenersi distinte, da quelle �loso�
he intorno alla ge-nesi delle idee matemati
he : e noi stessi nel determinare il 
ontenuto degli oggettidella matemati
a pura e della geometria non abbiamo inteso di parte
ipare per l'unoo per l'altro sistema �loso�
o, impero

h�e a

ennando 
he il numero non ha ne
essa-riamente una rappresentazione fuori del pensiero, non abbiamo voluto a�ermare 
he ilnumero non sia esso stesso di origine empiri
a; e di
endo 
he il punto ha una rappre-sentazione empiri
a, non abbiamo voluto dire 
he non sia una pura intuizione a prioridello spirito e ne
essaria ad ogni esperienza esteriore. E questa distinzione �e un beneper
h�e la matemati
a 
i unis
e mentre la �loso�a, almeno per ora, 
i divide. �E vero 
hegli stud̂� sui prin
ip̂� della s
ienza hanno dato e daranno an
ora luogo a dis
ussioni framatemati
i, ma l'errore in matemati
a si va sempre eliminando, e restano le nuove ideede�nitivamente a
quisite alla s
ienza. L'errore dipende o direttamente dal matemati
oo dalla indeterminatezza di al
une nuove idee o dalla po
a 
hiarezza 
olla qnale dap-prima si presentano, ma spesso an
he dalla 
ontrariet�a 
he esse in
ontrano da prin
ipioquando urtano ve

hie 
onvinzioni profondamente radi
ate e ra�orzate dalla autorit�a dieminenti matemati
i, o 
ontro la indi�erenza degli uni, 
he per non darsi la pena di ri-
ettere vorrebbero es
ludere le ri
er
he sui prin
ip̂� delia s
ienza dal 
ampo matemati
o,o l'opposizione di altri per i quali i nuovi pensatori sono i rivoluzionari della s
ienza. Ead os
urare la lu
e nas
ente delle nuove verit�a matemati
he si aggiunsero quei �loso�
he, fermi nei prin
ip̂� matemati
i gi�a da essi 
onos
iuti, vedevano o 
redevano di vederenelle nuove idee un attentato alle loro ipotesi sulla 
onos
enza e sulla interpretazionedella Natura, mentre da un nuovo ordinamento dei prin
ip̂� suggeriti e rinvigoriti dafatti nuovi, non solo pu�o trarre pro�tto la matemati
a, ma la stessa �loso�a.La �loso�a deve per
i�o a

ettare le nuove idee matemati
he quando esse sienoformate de�nitivamente. Per�o se le ri
er
he matemati
he si devono distinguere dalle�loso�
he, �e opportuno d'altro 
anto 
he il matemati
o si astenga dal giusti�
are isuoi 
on
etti 
on 
onsiderazioni �loso�
he o 
on �nzioni 
he si prestano fa
ilmentealla 
riti
a del �losofo, 
ome fanno ad esempio l'empirista e l'idealista del Du BoisReymond, o 
ome fe
e talora il Cantor per giusti�
are i suoi numeri trans�niti, iquali hanno una legittima esistenza, nonostante an
he re
enti 
riti
he �loso�
he. Mad'altro 
anto per timore di queste 
riti
he il matemati
o non deve trin
erarsi in un
ampo puramente astratto o in un formalismo simboli
o mostrandosi indi�erentedinanzi a questioni di 
ontenuto matemati
o, 
ome �e a

aduto in passato e a

adean
ora al presente, quando si 
onfonde la geometria 
on la teoria generale delle variet�a



192di elementi puramente astratte.Epper
i�o �e preferibile 
he l'ordinamento dei nuovi prin
ip̂� risponda allo svolgimentologi
o e pi�u sempli
e delle idee matemati
he e quindi il metodo non sia arti�do senzavita o non appaia giuo
o di simboli o di parole, per quanto utile, ma sia �loso�
o.Cos�� la matemati
a pu�o essere an
he utile alle ri
er
he �loso�
he intorno alla genesidelle idee matemati
he, alle stesso modo 
he essa ha pure per 
ompito di essere utilealle s
ienze appli
ate 
he hanno per oggetto diretto lo studio dei fenomeni della Naturas
egliendo i metodi approssimativi a questo �ne pi�u appropriati. E quando inve
e sisegue un metodo indiretto, rappresentando ad es. lo spazio mediante una variet�a a pi�uvariabili per studiarne i prin
ip̂�, �e ne
essario esaminare se seguendo il 
ontenuto dellospazio stesso, o la sua 
ostruzione, i postulati di detta variet�a possano essere giusti�
atisenza ri
orrere a 
on
etti 
he 
on quei postulati vengono de�niti, 
i�o 
he 
ostituirebbeuna petizione di prin
ipio e �loso�
amente un errore.Sulla s
elta del metodo sono d'a

ordo i piti eminenti matemati
i. Il Du BoisReymond notava 
he se nelle operazioni 
oi segni nella matemati
a pura non si badapi�u al loro signi�
ato, nella dis
ussione dei 
on
etti fondamentali della matemati
a nonsi deve dimenti
are la loro origine; e per la geometria Newton osservava giustamente
he la sempli
it�a della �gura dipende dalla sempli
it�a della genesi delle idee, 
io�e nondalla loro equazione, ma dalla loro des
rizione, e Gauss a�ermava 
he i mezzi logi
i perla 
on
atenazione e la rappresentazione delle verit�a geometri
he per s�e nulla possonoprodurre e soltanto germogliano senza frutto, quando la fe
onda e vi�
atri
e intuizionenon domini dappertutto. In modo analogo si esprimono il Weierstrass, il Lie, ilKlein ed altri. E a questi 
on
etti si uniformano i miei \Fondamenti di geometriae in modo spe
iale nella genesi della geometria non-ar
himedea". Sta il fatto per�o
he questo metodo, senza l'appoggio dell'analisi, quando non supponga anzi nulla dimatemati
amente noto, ries
e nella lettura pi�u malagevole e soltanto negli ultimi anniin Italia e fuori il metodo basato sul puro ragionamento va prevalendo nelle ri
er
hesui prin
ip̂� della geometria. Tutti ri
ordano la sorte to

ata all'Ausdehnungslehre delGrassmann del 1844, 
erto migliore per metodo a quella del 1862.Tornando alla geometria non-ar
himedea �e ne
essario assi
urarsi se essa soddisfa alle
ondizioni di 
ontenuto e di metodo sopra enun
iate. Esaminando il 
ontinuo, quale 
iviene fornito dall'osservazione diretta e greggia, per due oggetti rettilinei vale l'assiomad'Ar
himede, per
h�e qualunque essi siano, an
he se non possiamo prati
amente 
os-truire un multiplo dell'uno maggiore dell'altro, potremo per�o 
onsiderare dei due oggettiuna parte ennesima abbastanza pi

ola in modo 
he la veri�
a dell'assioma sia possibileper queste parti, e quindi fra i due oggetti stessi. Ma la estensione senz'altro di questoassioma a tutto lo spazio illimitato, non �e ugualmente giusti�
ata. Ed invero, quandonoi passiamo ad ammettere 
he in ogni segmento idealizzato vi siano punti distinti dagliestremi, n�e l'osservazione, n�e l'intuizione 
i 
ondu
e a stabilire l'assioma d'Ar
himede



193fra due segmenti 
he non si possono osservare. E si

ome si dimostra 
he se esiste unsegmento in�nitesimo attuale esso si pu�o 
onsiderare rispetto a un segmento �nito 
onin�nita approssimazione 
ome nullo, si 
on
lude 
he se an
he esistesse �si
amente untale segmento, noi non potremmo vederlo. Possiamo per�o appli
are la nostra intuizionein ogni 
ampo di segmenti �niti, 
he soddisfano 
io�e all'assioma d'Ar
himede. Lageometria non-ar
himedea soddisfa adunque alle 
ondizioni 
he alla geometriain generale sono imposte dalla intuizione spaziale, e quindi il suo 
ontenuto �egeometri
amente giusti�
ato.
⋆

⋆ ⋆Ma un altro problema, pure geometri
o, s'a�a

ia in seguito alle nostre premesse,quello 
io�e se le ipotesi non 
onfermate dall'esperienza possono avere mer
�e osservazionipi�u a

urate o pi�u estese un'e�ettiva rappresentazione nel mondo �si
o. Fra questeipotesi le pi�u 
aratteristi
he sono quelle delle parallele, del 
ontinuo e degli iperspazi.Abbiamo gi�a osservato 
he se l'ipotesi eu
lidea fosse es
lusa, non si potrebbe pi�u par-lare di spazio eu
lideo. Per il 
ontinuo rettilineo osserviamo inve
e 
he �si
amentel'esistenza dell'in�nito e dell'in�nitesimo attuale non 
ontraddi
e alla nostra intuizione,per�o nessuna esperienza 
i 
ondu
e n�e 
i potr�a 
ondurre fuori delle grandezze �nite,s�olo possiamo dire, per un teorema sopra ri
ordato, 
he: se lo spazio �si
o fosse in-�nito attuale rispetto al 
ampo delle nostre osservazioni, nello spazio �si
o �nito,supposto an
he illimitato, varrebbe la geometria eu
lidea.L'ipotesi �si
a inve
e di uno spazio a quattro o pi�u dimensioni fu da me 
ombat-tuta altrove, asso
iandomi all'Helmholtz(11). In ogni 
aso nessuna utilit�a 
i spinge aquesta ipotesi, 
he sarebbe puramente fantasti
a. Eppure �e 
urioso 
he 
erte idee sianos
aturite da intuizioni an
he errate. L'idea infatti di uno spazio a pi�u di tre dimensioninon �e sorta dall'Ausdehnungslehre del Grassmann, per il quale lo spazio fu semprea tre dimensioni, e quindi an
he la geometria, e tanto meno �e sorta dal nominalismogeometri
o usato, dal Cayley, dal Cau
hy, dal Riemann e da altri nello studio di
erte variet�a analiti
he a pi�u di tre dimensioni; non dalla mia 
ostruzione geometri
adegli iperspaẑ�, ma sorse dall'ipotesi �si
a stessa, 
he fu la prima a presentarsi, e 
heha per
i�o osta
olato l'a

ettazione dell'ipotesi matemati
a e ha fatto spesso 
onfonderepresso il volgo i sostenitori della geometria a pi�u di tre dimensioni 
oi 
osidettimediumalla Z�ollner e 
ogli spiritisti.E quanto all'utilit�a della geometria non-ar
himedea osservo 
he non pu�o 
onfondersi
on qualunque geometria 
he si ottenga tralas
iando o modi�
ando qual
he assioma. Lageometria non-ar
himedea, 
ome la non-eu
lidea, ha risolto una questione sulla qualesi dis
uteva da se
oli ed ha gettato nuova lu
e sulla 
ostituzione del 
ontinuo e dello(11)A., Il vero nella matemati
a (dis
orso inaugurale, nov. 1906. Padova)



194spazio geometri
o. E 
i�o basta per la matemati
a pura. Del resto, ogni legge matema-ti
a, essendo una legge del pensiero, �e an
he una legge della Natura. E per l'armoniameravigliosa 
he esiste fra le leggi del pensiero e quelle del mondo, fuori di esso non sipu�o asserire a priori 
he in questo non possano avere un'appli
azione utile an
he le pi�ualte e pi�u astratte 
on
ezioni matemati
he. Ma non pu�o essere questa utilit�a relativalo s
opo diretto della ri
er
a matemati
a in generale e in parti
olare quella intorno aiprin
ip̂� della s
ienza; non es
ludiamo per�o, anzi vogliamo oggi pi�u 
he mai 
he unodegli s
opi pi�u importanti della s
ienza sia an
he quello di soddisfare ai bisogni delles
ienze appli
ate e di 
orrispondere meglio 
he �e possibile alla sua importante funzioneso
iale.
⋆

⋆ ⋆E qui, 
ome geometri, avremmo �nito. Ma se non �e 
ompito nostro di fare della�loso�a, non possiamo per�o a

ettare le restrizioni del puro empirismo sull'estensionedella ri
er
a matemati
a; il Pas
h stesso 
he ha fatto un utile tentativo in questosenso, e per tante ragioni assai lodevole, non ha potuto rimanere 
oerente al suo pro-gramma(12). N�e possiamo quali geometri ammettere 
he lo spazio e i suoi postulatisiano forme a priori dell'intuizione pura, se
ondo la 
riti
a di Kant, per
h�e nessunaprova matemati
a �e stata data ad es. per il postulato delle parallele di Eu
lide, il solo
he Kant 
onos
esse. E quei �loso� positivisti i quali 
ombattono le ipotesi eu
lideenon sono meno meta�si
i dei kantiani. E tanto meno possiamo ammettere 
he pur nonavendo il postulato di Eu
lide la stessa evidenza degli altri e possa non essere veri�
atoda ulteriori osservazioni noi abbiamo un'intuizione a priori o subiettiva ne
essaria delpostulato medesimo, la quale intuizione deriverebbe dalle rappresentazioni visive e tat-tili(13). E non la possiamo a

ettare p�er
he se l'esperienza non 
onfermasse il postulatodi Eu
lide, dovrebbero pur modi�
arsi le rappresentazioni visive e tattili, e quindi an-
he la nostra intuizione spaziale. In ogni 
aso nessuna prova geometri
a abbiamo dellane
essit�a subiettiva del postulato di Eu
lide e degli altri assiomi; 
osi

h�e il geometranon pu�o ammettere gli assiomi dati dalle rappresentazioni visive e tattili per tutto lospazio illimitato senza giusti�
are tale estensione. La nostra intuizione �e fatta di os-servazione e di esperienza idealizzata, per
h�e quando mi �guro la retta intuitivamente,non la so immaginare 
he 
ome un oggetto rettilineo per quanto idealizzato, e sebbenepoi 
oll'astrazione io estenda tale rappresentazion�e a qualunque segmento della rettaillimitata. Noi 
i assi
uriamo infatti della presenza degli oggetti esterni e delle loro pro-priet�a per mezzo dei sensi e delle qualit�a delle nostre sensazioni 
he essi produ
ono innoi, e tratteniamo 
oll'astrazione soltanto quella dell'estensione per avere le prime formegeometri
he. E 
os��, 
ome il linguaggio, l'intuizione spaziale �e il prodotto di una lunga(12)A., Fondam. di geometria. Appendi
e(13)Enriques, Sulla spiegazione psi
ologi
a dei postulati della geometria (Rivista �loso�
a di G.Cantoni. Pavia, 1903). − En
. der Math. Wiss. (lo
. 
it. Einleitung).



195esperienza. Gli uomini la possedono in grado diverso; essa dovrebbe essere pi�u perfettanei geometri puri e nei pittori, man
hevole in 
oloro 
he 
ie
hi da giovani ria
quistandola vista hanno un'intuizione imperfetta delle forme geometri
he pi�u sempli
i.Il sig. B. Russel ha posto la questione dell'a priori sotto una nuova forma, dis-tinguendo l'a priori logi
o dall'a priori psi
ologi
o, 
he per Kant si 
onfondono. Maper quanto siamo d'a

ordo in al
une 
onsiderazioni fondamentali, fra le quali quelladell'indipendenza della geometria dalla �si
a, non posso asso
iarmi a lui ad es. n�e nelladimostrazione 
he lo spazio, 
ome forma di esteriorit�a, debba avere un numero �nito didimensioni, mentre lo spazio generale ne ha un numero in�nito, n�e nell'altra, 
he eglitenta di dare, 
he tutti gli assiomi 
omuni alle tre geometrie non-eu
lidee sono ne
essariper ogni esperienza, mentre an
he se
ondo lui sono di origine empiri
a i postulati stessidelle parallele. Sarebbe opportuno esaminare le 
onseguenze di tale ipotesi rispetto allageometria non-ar
himedea.Vi sono dei 
on
etti 
he non 
i sono dati direttamente dall'osservazione, 
ome quellodell'illimitato, dal quale abbiamo fatto dipendere quello della dimostrazione per in-duzione 
ompleta, o quello dell'eguaglianza delle �gure indipendentemente dal prin
ipioapprossimativo del movimento dei 
orpi rigidi, e di questi 
on
etti non �e 
hiaro an
oraquanta parte spetti al pensiero e quanta all'esperienza(14). Ma per il fatto 
he nellageometria ai dati impre
isi dell'esperienza noi sostituiamo delle forme pre
ise, 
ome adesempio quella della retta, 
i�o non signi�
a 
he essi siano forme ne
essarie di ogni es-perienza, per
h�e an
he i postulati non-eu
lidei possono essere sostituiti mediante formematemati
amente pre
ise, senza 
he si possano 
onsiderare 
ome forme tras
endentalidel nostro spirito. Certo �e per�o 
he la geometria teori
a ha la sua origine nell'esperienza,ma pu�o rendersene indipendente 
olla formulazione esatta dei suoi assiomi e delle sueipotesi, e 
olla dimostrazione della possibilit�a 
os�� di queste ipotesi 
ome degli assiomiquando siano estesi allo spazio illimitato, e 
on la 
ostruzione di forme 
he non sono sug-gerite dall'esperienza stessa. Queste forme per�o sono 
ostruzioni alle quali 
ondu
onogli assiomi tratti dall'esperienza elaborata dal pensiero logi
o, senza venir meno alle
ondizioni poste dall'intuizione spaziale.Il pensiero, la psi
he e il senso sono 
os�� intimamente 
onnessi fra loro, 
he la se-parazione di 
i�o 
he �e spe
iale di 
ias
uno �e quasi sempre un problema arduo, se nond'impossibile soluzione, di guisa 
he la �loso�a vi gira intorno da se
oli senza potervi maipenetrare 
ompletamente e raggiungere una soluzione de�nitiva. Soltanto 
on la spe-
ializzazione delle ri
er
he e 
on un indirizzo sperimentale e s
ienti�
o si potr�a arrivarein al
uni problemi almeno ad una sintesi �loso�
a 
hiara e si
ura, onde gli s
ienziatispe
ialisti potranno prepararne gli elementi. E fra questi problemi possiamo 
onsiderarequelli delle idee matemati
he; alla soluzione dei quali i matemati
i hanno 
ontribuito
on uno dei pi�u belli monumenti nella storia della s
ienza.(14)A. Il vero nella mat., nota 3.



Lista de Śımbolos

Caṕıtulos 2 e 3

A Ponto
←→
AB Reta in
idente nos pontos A e B
l Reta
∈ Perten
e
∗ Rela�
~ao estar entre
AB Segmento de extremos nos pontos A e B
△ABC Triângulo de v�erti
es A, B e C
6∈ N~ao perten
e
6= Distinto
∅ Conjunto vazio
P Plano
P \ l Plano P menos a reta l
C ∼l D Os pontos C e D est~ao do mesmo lado do plano em rela�
~ao da reta l
C ∼←→

AB
D Os pontos C e D est~ao do mesmo lado do plano em rela�
~ao da reta ←→AB

C 6∼l D Os pontos C e D est~ao de lados opostos do plano em rela�
~ao da reta l
C 6∼←→

AB
D Os pontos C e D est~ao de lados opostos do plano em rela�
~ao da reta ←→AB

−→
AB Semi-reta de origem A e in
idente no ponto B
∠ABC Ângulo formado pelas semi-retas −→BA e −→BC
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AB ∼= CD O segmento AB �e 
ongruente 
om o segmento CD
AB > CD O segmento AB �e maior que o segmento CD
AB < CD O segmento AB �e menor que o segmento CD
∠ABC ∼= ∠DEF O ângulo ∠ABC �e 
ongruente 
om o ∠DEF

∠ABC > ∠DEF O ângulo ∠ABC �e maior que o ∠DEF

∠ABC < ∠DEF O ângulo ∠ABC �e menor que o ∠DEF

R Ângulo reto
Γ , ∆ C��r
ulos
Circ(O,OA) C��r
ulo de 
entro em O e raio OA
Caṕıtulo 4s ABCD Quadril�atero de v�erti
es A,B,C,DS ABCD Quadril�atero de Sa

heri
Caṕıtulo 5

F Corpo
R Corpo dos n�umeros reais
Q Corpo dos n�umeros ra
ionais
C Corpo dos n�umeros 
omplexos
Zp Classes residuais modulo p
P Conjunto de elementos positivos do 
orpo
char(F) Cara
ter��sti
a do 
orpo F

FP Corpo ordenado 
om 
onjunto de elementos positivos P
⊆ Contido
P Conjunto de todos os polinômios 
om 
oe�
ientes em C

C Corpo ordenado
|a| Valor m�aximo entre os elementos a e −a

∀ Para todo
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f ≈ g f e g s~ao fun�
~oes equivalentes
ϕ Conjunto de todas as fun�
~oes equivalentes de ϕ
F Conjunto de todas as 
lasses de eq�uivalên
ias de fun�
~oes 
ont��nuas 
om umn�umero �nito de raizes e a fun�
~ao zero
Ω Corpo pitag�ori
o n~ao arquimediano
G Conjunto de todas as 
lasses de eq�uivalên
ias de fun�
~oes 
ont��nuas que apartir de um momento nun
a se anulam e a fun�
~ao zero
∆ Corpo eu
lidiano n~ao arquimediano
Caṕıtulo 6

(a,b) Par ordenado 
om a,b ∈ F

F2 Conjunto de todos os pares ordenados: plano 
artesiano sobre F

AB⊙ CD Fun�
~ao da forma AB⊙ CD = (xA − xB)(yA − yB) + (xC − xD)(yC − yD)

d(A,B) Distân
ia eu
lidiana entre os pontos A e Btan(α) Tangente do ângulo α
Caṕıtulo 7f.l. Finitamente limitado(a)
Π0 Conjuntos de todos os pontos de F2 que sejam f.l.
EtO Esfera 
entrada na origem e raio t
N P�olo norte N = (0, 0, t)
ξ P�olo da reta l ⊂ EtO

ξ←→
AB

P�olo da reta ←→AB
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